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Prólogo 


El presente manual está dirigido a los estudiantes de las faculta- 
des fisicomaleináticas de las Escuelas Normales Superiores que 
estudian la especialidad N° 2104 «Matemáticas» y «Matemáticas y 
física». Ha sido escrito en correspondencia con el programa en vigor 
del curso «Prácticas para resolver problemas matemáticos». 

Al escribir el libro los autores han procurado que en él estén 
reflejados los tipos fundamentales de problemas escolares de álgebra 
y trigonometría (en el manual hay cerca de 2000 ejemplos, problemas, 
ejercicios). De ellos, 1700 son ejercicios de diversa complejidad para 
el trabajo individual (junto con los problemas relativamente sencillos, 
hay otros cuya solución requiere un serio trabajo, en ocasiones no 
estándar). La resolución de semejantes problemas ayudará a que el 
estudiante adquiera la cualidad profesional más importante del 
futuro maestro de matemáticas: la capacidad de resolver los proble- 
mas de matemáticas del curso escolar. 

El libro que ofrecemos al lector es no sólo y no tanto un compendio 
«de problomas, sino un libro de prácticas. Esto so refleja en la estruc- 
tura del libro. Cada apartado contiene, en forma informaliva, ol 
material teórico necesario y una cantidad bastante grande (cerca de 
300) ejemplos detalladamente analizados, útiles a los estudiantes des- 
de el punto de vista metodológico. 

Al trabajar con el presente material los autores so han basado eu 
la serie de manuales para el curso «Prácticas para resolver problemas 
matemáticos» escritos para los estudiautes por correspondencia en 
diversos años. Al escribir el presente manual fueron también em- 
pleados los libros de texto y los manuales escolares, libros para 
los maestros, diversos compendios de problemas de álgebra y trigo- 
nometría, manuales para los estudiantes que ingresan on los centros 
do enseñanza superior, las variantes de los problemas de matemáticas 
para los exámenes de ingreso a distintos centros de enseñanza supe- 
i los materiales de las olimpiadas escolares de matemáticas. 


Los autores 


Primera parte. ALGEBRA 


Capítulo Y 
TRANSFORMACIONES IDÊNTICAS DE EXPRESIONES 


$ 1. Descomposición de polinomios en factores 


Para resolver muchos problemas algebraicos suele ser preciso re- 
presentar el polinomio dado en forma del producto de dos o más 
polinomios o bien en forma del producto del polinomio por uu 
monomio que contenga no menos do una variable. No obstante, no 
cada polinomio permite realizar la descomposición en factores sobre 
el campo de números reales. P.ej., los polinomios z + 3, i-r 
+10 no pueden ser descompuestos en factores. Semejantes poli- 
nomios reciben el nombre de no reducibles. Se considera que la dos- 
composición de polinomios en factores está terminada si los poli- 
nomios obtenidos son no reducibles. 

Durante la descomposición de polinomios en factores se hace uso 
de diversos procedimientos: sacando el factor común de los parén- 
tesis, mediante la agrupación, empleando las fórmulas de multiplica- 
ción abreviada, etc. Examinemos varios ejemplos de aplicación de 
estos procedimientos. 

EJEMPLO |. Descompongamos el polinomio en laclores 

1. f (a, b) = a? — 24%) — 2al? + U*, 

2. f (a) = à? — Ta + Ta + 15. 

souución. 1) P.ej., unamos los sumandos extremos en un grupo 
y los medios, en otro y en el segundo grupo sacamos de los paréntesis 
el factor común. Obtenemos: 


f(a, b) = (a? + b?) — 2ab (a? + b?) = (a? + 0?) (1 — 2ab). 

2) Representemos los términos segundo y lercero del polinomio 
prefijado de la forma siguiente: —7a* = —3a* — 4a*, Ta = 12d — 
— da. 

Entonces escribimos: f (a) = a? — 3a? — 4a? + 12a — 5a + 15. 
Agrupamos los sumandos a pares y en cada grupo sacamos de los 
paréntesis los factores comunes: 

f (a) = (a? — 3a?) — (4a? — 12a) — (5a — 15) = 
= a? (a — 3) — 4a (a — 3) — 5 (a — 3) = (a — 3) (a? — 4a — 5). 
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Queda por descomponer en factores el polinomio a? — 4a — 5. 
Esto es posible de realizar con dos procedimientos. 

l-er procedimiento, Tenemos: a — 4a — 5 &*-Fa—5a—5 
= a (a + 1) —5(a4- 1) = (a +1) (a — 5). 

2-do procedimiento. De la ecuación a? — 4a — 5 = D hallamos 


las raíces: a, = —1, a, = 5. Empleando la fórmula de descomposi- 
ción en factores de un trinomio cuadrático (az? + bz + c = 
-a(z—z)(r-z). obtenemos: a*— 4a — 5 = (a—a) X 


X (a — a) = (a + 1) (a — 5). 

Así, pues, f (a) = (a — 3) (a + 1) (a — 5). 

EsumPLO 2. Descompongamos eu factores 

f (a, b, c) = ab (a + b) — bc (b + c) + ac (a — c). 

Solución. Aprovechemos que la expresión en los primeros parén- 
Lesis es la suma de las expresiones contenidas en los paréntesis segun- 
do y tercero: a - b = (b + c) + (a —c). Entonces 


Í (a, b, c) = ab (b + c) + (a —c)) — be (b + c) + ac (a — c) = 
= ab (b + c) + ab (a — c) — bc (b + c) + ac (a — c). 


A continuación, electuamos la agrupación de los términos y sacamos 
de los paréntosis el factor común. Obtenemos: 


Í (a, b, c) = (ab (b + c) — bc (b + c) + (ab (a — c) + ac (a —c)) = 
== (b -+ c) (ab — bc) + (a — c) (ab + ac) = (b 4- c) b (a —c + 
+ (a — c) a (b + c) = (a — c) (b -+ c) (a + 0). 
EJEMPLO 3. Descompongamos en factores 
[ (a) = à —5a* — a + 5. 
SOLUCION. [lealicemos la agrupación y, después, saquomos de los 
paréntesis el factor comün: 


j (a) = (a? — 5a?) — (a — 5) = a? (a — 5) — (a — 5) 
= (a — 5) (a? — 1). 
Empleando seguidamente la fórmula p*— q* = (p — 4) (p + 9), 
obtenemos: 
Í (a) = (a — 5) (a — 1) (a + i). 
EjmMPto 4, Descompongamos en factores: 
j (a, b) = 4a? — 12ab + 50%. 
sonución. Complelamos el binomio 4a* — 12ab hasta el cuadrado 
perfecto. Obtenenos: (2a) — 2 (2a) (3b) + (3b). Entonces 
f (a, b) = (4a? — 12ab + 90%) — 90? + 5b? = 
(2a — 3L}? — (20)? = (2a — 3b — 2b) (2a — 8b -- 2b) = 
= (2a — 5b) (2a — b). 
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EJEMPLO 5. Descompongamos en Jaclores 
$ (a) = a — 10a? + 109. 

SOLUCIÓN. Advirliendo que a? + 169 = (a*)* + 15* 
do esta suma hasta el cuadrado perfeclo, obtenemos 
j (a) = (a* + 26a? + 169) — 26a? — 10a? = 

= (a? + 13)? — (6a)! = (a? — 6a + 13) (a° + 6a + 13). 
EJEMPLO 6, Descompongamos en factores 
Ha, b) = a* t a? 4- a? bi Y, 

soLUcIÓN. Como ef — b’ = (03)? — (b3)* = (a? — b?) (a + 0%) = 
= (a — b) (a? + ab + b?) (a + b) (a? — ab -+ 0%) y al + ab? b = 
= (a + 2atb? + b*) —a?b? = (a? + b" — (ab)? = (a? + ab + b") x 
X (a? — ab + b°), entonces f (a, b) = (a° + ab + 1%) (a — ab + 
+ 02) ((a — b) (a + b) + 1) = (a + ab + b°) (a° — ab 4- b°) (a? 
—b +i). 


completan- 


pn o 7. Descompongamos en factores 
f(a) = aè + Ya? + 27a + 19. 


sorucioN. Es fácil ver que hasta el cuadrado perfecto a la expre- 
sión / (a) le falta 8. Por ello, podemos escribir f (a) = (a? + Ya? -+ 
+ Ya + 27) — 8 = (a 39 — 22 = (a + 3 — 2) (a d- 3) 4 
+ (u + 3)-2 + 4) = (a + 1) (a? + 8a + 19). 

BJ on Demostremos que si a€N y /(a) = a! 4- Ge? + 
+ ila Ga, f(a) :24*. 

soLuctóN. Representemos 6a? y 11a* en forma de la suma de los 
términos semejantes: 6a? = a? + 5a? y 11a? = 5a* + 6a*. Entonces 
f (a) = at + (à? + 5a?) -- (5a? + Ga?) + Oa = (a! leit Di! 
- 5a?) + (Ba? + 6a) = a? (a + 1) + 50? (a +1) + a (a + 1) = 
= a (a 4- 1) (a? + 5a + 6) = a (a + 1) (a + 2) (a +3). Pero de 
cuatro números naturales sucesivos, por lo menos uno de ellos se 
divide por 3, así como dos números son pares, es decir, uno de ellos 
se divide también por 4, por lo tanto, el producto de estos cuatro 
números se divide por 3-2-4. Así, pues, f (a) : 24. 

esempio 0. Demostremos que si / (a) = a? (aè 4- 14) + 49, donde 
a es un número impar, f (a) : 64. 

soLución ` Notemos que f(a) = a 4- 14a 4 40 — (à 4 7). 
Como a es impar, a = 2n — Í, donde nEN. Estonces, / (4) = 
Z j Qn —4) = (Qn — 19 + 7% = (nt —4n 4 8P — 16 (1 — 
— n + 26. La expresión obtenida se divide por 16. Por esta razón, 
para demostrar que f (a) : 64 es suficiente demostrar que (n? — n +- 
+ 2) : 4. Analicemos dos posibles casos: 1) z es un número par y 
2) n es un nümero impar. 


* Recordemos que el signo « : » significa «se divide pere (sin resto). 
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1) Si » es par, a? también lo es y, por lo tanto, n? — n + 2 es 
par, o sea, (n? — n + 2) : 2 y, por consiguiente, (1 — n + 2} : 4, 
lo que significa que / (a): 64. 

2) Si nes impar, n? también lo es, pero entonces 2? — n es par 
y nè? — n + 2, también. Así, pues, en semejante caso f (a) : 64. 


EJERCICIOS 
Descompongan en factores: 


tai 2, a* — A. 3. 044,4, at — 180? 4-81. 

5. a? — 2at 4-1 

6. a + a? — at 7 at 4 2a —2a — t. 

8. Ae — (14 è en 

9, at A 10. af 4p da? — S. 

4t. hat 4 Sat -H1 12, ct — (1 + ab)c? + ab. 

13. at -F 324. 14, at + a? $ d. 145. að + att LL 

16. 2a* + a? -- 4a 4- a -- 2. 17. at -- 305 + 40? — Ga — 12, 
18. (a? + a - 3) (a? + a + 4) — 12, 19. a* + à — aà — i. 
20. 2«*b + áal? — atc + act — 4U*c 4 2b0? — habe. 


ER ) 
32. (a +1) (a + 3) (a + 5) (a + 7) + 45. 
3 +5( — 4) (a? + 3) + 2 (a * 4c 04 
34. (a — bie? — (a — QU + (b ie, 
35. (a — 0)? -+ (b — e)? la — c)*. 
36. (a? + à)? — (14 + c2)? — (a? — en. 
37. a! + Zei — Sab? — hab? — bt, 
38. ab? 4+ ab? 4 ate + be + be? + Babe 
39. al tb ct Aen — Za de? — Zi, 
40. a* -F a! - à? E d* E a d- 1. 
4l. ak 2a? 4 Ae + 2a + 1. 
42. at — 2496 — Sat? — Gal? — bt, 
43. a -- a2 4- V 2a 4- 2. 44. al* -- a* 4- 1. 
45. Demuestren que si a € V, {aë — 5a? + 4a) ; 120. 
4G. Demuestren que si aes unnúmero mutuamente primo con 6, (a° — 1) : 24. 
47. Demurestren. que sí a € N, (22? + 3a? + a) : 6. 
48. ¿Con qué valores de a € N la expresión ei + 4 es un numero primo? 


y Á a a a ^ 
49. Demuestren que si a es un número par, 17 T +. un número 
entero. 
Ta? 
24 


" SÉ Dei, a " 
$0. Demuestren. que si a€ N, IRE VR TA $ es un número entero. 


$ 2. Transformaciones de expresiones racionales u 


nsformaciones idénticas de expresiones 
tonales 


La sustitución de una expresión analítica por otra idénticamente 
igual a ella en cierto conjunto, lleva el nombre de transformación 
idéntica en este conjunto de la expresión dada. 

Al realizar transformaciones idénticas de una expresión es posible 
la variación de su campo de definición. P.oj., reduciendo los Lérmi- 
nos semejantes al simplificar la expresión 


ed Yi Vx, (D 
ampliamos su campo de definición: la expresión dada sólo está 


definida con z >Q, mientras que el polinomio oblenulo después 
de Ja simplificación 


z +3r—5 (2) 


está dofinido con cualesquiera valores de z. Las expiesivties (1) y (2) 
son idénticamente iguales sólo en el conjunto [0; col, 

El campo de definición de la expresión puede asimismo variar 
después do la simplif. ón de la fracción. Así, la fracción algebraica 

2—á à 
EIER 9 
está definida con z 2&1, za —2. Después de simplificar por 
{z — 1), obtenemos la fracción 
" 
DUE, um 

«definida con v Æ —2. Las expresiones (3) y (4) son ee 
iguales en el conjunto J—oo; —21 U 1—2; 1L uU 1t 

La variación del campo de definición de la expres i es Lambién 
posible como resultado de ciertas otras Wonslormacioues, por lo 
que, después de efectuar la transformación de la expresión dada, 
siempre hay que saber responder a la pregunta en qué conjunto ella 
es idéntica a la obtenida. 

Una expresión algebraica leva el nombre de racional si ella sólo 
contiene operaciones de sumar, multiplicar, restar, dividir y eleva- 
ción a nna polencia entera. 


2a? ka 
a+b C 
SOLUCIÓN. Representando ab como la suma de los términos seme- 
jautes 2ab — ab, obtenemos 
2a + ab — b? = 2a? + 2ab — ab — V? = 2a (a + b) — b (a -i- b) = 
= (a + b) (2a — b). 


Entonces f (a, b)= A db 


FJEMPLO i. Simplifiquemos la expresión f (a, b) = 
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La simplificació por o + b se ha realizado partiendo de la condición 
de que a -+ b 5 U. De modo que / (a, b) = 2a — e si a ze —b. 


EJEMPLO 2 Simplifiquemos la expresión fa) = 


SoLucio Después de dlescompouer en factores el numerado 
nemos (véase el ejem. 5, pág. 9): a'— 10a?4- 169 = (a*4- 6a + 13) x 


x (a? — Ua + 13). 

Por lo tanto, / (a) P nue» - di —6a4- 13. 
Como a? + Ga + 13 no se reduce a cero con ningún valor real de 
a (aè -p Ga + 13 = (a + 3 +4 2 0), / (a) = a? — 6a 4- 13. con 
todos los valores de a. 

Euro 3 Simpliliquemos la expresión 


2n 2 (a—3Y--- 12a 
!t9- rr "ap Leister) Z ` 
soLución Realizando las operaciones iudicadas, obtenemos: 
a ( ack3-E 2a uH) add y? Ga 04 120 
para) * z = 
- ( 207 Ga 4-4 


a ES An. 


WER peto (a -F 3) IR 


Así, pues, / (a) = 2 si a —1, a € —2, a —3. 
EjewPLO + Simplifiquemos la expresión 
e i e 
Ti, b ) = py =P e 


SoLUciuN Reduciendo todas las [raciones al mínimo común 


denominador, obtenemos: 
_ dH 6 —e) — P (a— e) TEE 
f (2, b, c) ER 
Advirtieudo que b — c = (a — c) — (a — b), transtormamos cl 
numerador de la siguiente forma: a?(b — c) — b*(a — c) + 
+e (a — b) = c) — a? (a — b) — P (a — c) + c (a— b) = 
(a — e) (a? b) (C — a?) = (a — c) (a — b) (a + b 
eo a) = (a — b) {b — c) (a — c) 
Así, pues, si ab, a x c, b se c, f (a, b, c) — 1. 
EJEMPLO 5 Demostremos que si a + b +c = 
a? OP qo = Babe. 
souución Como a - b -Fc— 0, a = —b — c. Entonces, 
dP--)-(—b—co-c&-6-—(bM--LPLIO- 
= — (b? + 3b*e + Ae + 03) 4- 03 4 c = ge + bc) = —d3bc x 
X(b + c). 
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Pero b + c = —a. De modo que a? + b? |- e? = —3bc (—a) = 
= Babe. 
EJEMPLO 0. Demostremos que si a + b + a = Ù, doule a 55 0; 
b 3-0; c0, entouces 
ab, b—c , ca c e , b 
ENAN E 


c a ES t b—c ! c—a 


SOLUCION. Consideremos el producto del primer factor en la pri- 
mera fracción del segundo factor: 


a—b | b—e e—a) c 
( CEDERE EC ) yeu 
(*—bc-kac—a* e elen e 


-it al d seien ah 5 
wc E Kern TEE - 


è 
vlt lc (a+) 


Pero según ol planteamiento o ts s Por ello, pira el 
producto que consideramos, oblenemos 143. 
De forma análoga el producto del primer factor por la segunda 


at 

fracción del segundo factor es igual a UEFA en Gaule que por 
“e EM > 

la tercera fracción, i4. Sumemos los resultados obtenidos 


Zei 
ab 


ÉIER 


2 (Fa? 4-09) 
abc 


=3+ 


Como A+ c — 3abe (vease ol ejem. 5, pág. 12), 


3+ ZK CH 2. Aale sc, 


lo que teníamos que demostrar. 

En los siguientes ejemplos las transformaciones ilénticas de 
expresiones racionales actúan no como objetivo, sino como medio 
para resolver problemas en los que se hace uso del método de induc- 
ción matemálica. 

El indicado método se enuncia de la forma siguiente: 

La afirmación dependiente de un número natural n, es válida para 
cualquier n, si se realizan dos condiciones: 

a) la afirmación es válida para n — 1; 

b) de la validez de la afirmación para n = k (con cualquier valor 
natural de k) se desprende también su validez para n = k +1. 

La demostración según el mélodo de inducción matemática se 
realiza así. Primero, la afirmación a demostrar se verifica paran = 1. 
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Esta parle do Ja demostración recibe cl nombre de base de la induc- 
ción. La siguiente parto de la demostración lleva el nombre de paso 
de la inducción. En ella se demuestra la validez de la afirmación 
para n = k + 1 en la suposición de la validez de la afirmación para 
n = k (suposición de la inducción). 

EJEMPLO 7. Demostremos que -+ 2 + 3-H o. H on? 
nd D (En 
REA 

souución. Para n=1 la afirmación es válida, ya que 1?— 


IA Supongamos que ella es correcta cou r =k, cs 


decir, titten EEH EEEN 


. Demostremos que en 
tal caso ella también es correcla con mo k4-1, o sea, 

B RER... Het (ege DS ION 
En efecto, 1? PEER rtl DI Se 
+ (+1)? Amt n Qe Dae der ES genero E 


` e D U--2) (2-3) 
.tneracee», 


Así se ha demostrado la validez de la afirmación para cualquier 
número nalural m. 


4 ESTE) 
EsemLo 8. Demostremos que 13 4- 22-93 4p... E n (=) e 
soaicten Com n=14 la afirmación es válida ya quo P= 
2 
ESA Supongamos que es correcta con n=k, es decir, 
134 2434... zs ESA Demostremos que entonces lam- 
bién es correcta con n=k-+1, 0 sea, 


BEBESH. po (E), 


En eleto, Pera H e (EEH) 


OA Ge) (OA) _ (4-1) (44-212 
— MM ET, 


De este modo queda demostrada la validez de la afirmación para 
cualquier número natural n. 

pyempLO 9 Demostremos que la suma de los cubos de tres núme- 
ros reales sucesivos se divide por 9. € 
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SOLUCIÓN. Demostremos que 
(54 (041) + (n o 2p) 19 (5) 
con cualquier m natural. 

Ante todo comprobemos si la afirmación (5) es válida con n = 1. 
Tenemos: 1? + 2% -- 3? = 36, pero 36 : 9, por lo tanto, con » = 1 
la afirmación es cierta. 

Supongamos que la afirmación (5) es cierta con n = k, o sea, 

(o + (e + 19 + (e 4-29) : 9. 
Demostremos que en tal caso también es cierta con n = k + 1. Eu 
realidad, (k + 1) + (k +2) + (k + 39 = (k + 1} + {k 4- 2) + 
+E + 9% + 27k + 27 = (10 + k + 19 + e H 29) +9 e 4- 
+ 3k 4- 3). Como cada sumando de la suma obtenida se divide por 9 
(el primer sumando según la suposición de inducción, el segundo por 
contener el factor 9), la suma también se divide por ese número. 
De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos a la 
conclusión de que la afirmación es cierta con Lodas las n € N. 
EJEMPLO 10. Demostremos que 


(392^*1 + 40n — 67) : 64 (6) 


con cualquier z natural. 

SOLUCION. Si m — 4, 3 4 40.1 — 67 — 0, pero 0:64. listo 
significa que con n — 1 la afirmación (6) es cierta. Supongamos que 
ella es cierta con n = k, o sea, (32%*1 4 40k — 67) : 64. Demostre- 
mos que entonces también es cierta con n = k + 1. En efecto, tene- 
mos Aën 4 40 (k + 1) — 67 = 9-359 4 40% — 27 = 9 (399 4 
+ 40k — 67) — 320k + 576 = 9 (3% + 40% — 67) + 64 (9 — 5k). 

Cada sumando se divide por 64, por consiguiente, toda la suma 
se divide, asimismo, por 64. Así, pues, la afirmación (6) es cierta 
con todas Jas n EN. 

EJEMPLO 11. Demostremos que 


(n? + En? + 11n? + 6n) : 24 (7) 


con cualquier » natural. 

SOLUCIÓN. Con z = 1 la afirmación es válida, ya que 1 + 6-11 4- 
+6 — 24 y 24:24, 
Supongamos que la afirmación (7) es cierta con n = k, es decir, 
(kt + 61% + 11k? + 6k) : 24. Demostremos que enlonces también 
es cierta con n =k -- 1. Efectivamente, tenemos: (k + 1) + 
+G (k -+ 1) 4 11 (e 4-1)? 4- 6 (c 4- 1) — (kt H 610 HA 64) 4- 
+ 24 (k? + 1) + 4 (I? + 11%). 

Si ahora demostramos que 


(k? + 111) : 6 (8) 
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con todas las k, quedará demostrado que la expresión prelijada se 
divide por 24. Ante uosotros ha surgido un nuevo problema. Para 
resolverlo de nuevo hacemos uso del mélodo de inducción malemá- 
tica. 

Ante Lodo, comprobemos si es válida la alirmación (8) con k = 
Esto es evidente: (1 + 11) : 6. Sea la afirmación (8) cierta con k 
= m, es decir, (m? +- 11m): Demostremos que entonces también 
lo es con k = m + 1. En efecto, 


(m. 4-3)? +11 (m +1) = (m? + 11m) + 12 + 3m (m + 1). 

De dos números naturales sucesivos m, (m -+ 1) uno de ellos es 
obligatoriamente par, por lo Lanto, (m (m + 1)) : 2, mientras que 
(3m. (m -+ 1)) : 6. Pero, en tal caso, ((m? + 11m) + 12 + 3m (m + 
+ 1)) : 6. 

De aquí llegamos a la conclusión de que (1% + 11k) : 6 con 
«cualquier le natural, La afirmación (8) queda demostrada. Así, pues, 
la afirmación (7) es cierta para todas n EN. 

Lemos de dicar que el ejemplo examinado puede ser resuelto 
sin aplicar el método de inducción matemática. 


EJERCICIOS 


ARAS * 
Jal- 5a? 


3a*b — 3o 


Simplifiquen lus expresiones: 


Na dl 2a ha Bei 

Nr E Er E ee" 

T Y n k 16 

SHE dian Nai MN 

y 1 i 

9 ern F Terate tE SEM FORT" 

e Al s—a-l 

Sl acapar t O Ca = 3 

e a a TE 

iis F a—b =v) ( ER? +0) ( EE -) s 
1 1 

de cw t Edo P b24 eta 

E 1 (er Zie ) 
Ta ie 
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1 1 ` 1 

D Ges, 

e a+b bte ca 

P pake, 
a—c ae e ken el+o)—a 

KE e (rr A 
a 1 a 1 

PAR O TR 1 1 


AFD IIA AP (ip 285 Ee 
a—b , b—c , c—a , (a—b)(b—c) (e—a) 
H ab T Ee t epa Tn 
a?b — abt bre — bc? + cha — ca? 
arb — abi} bte — bei pela cai c 
qo, (à — EQ ent (a 
PAPI Ea " 
71. Demuestren la identidad: 
be c—a a—b 
(O p a0 ee 
72. Demuestren la identidad: 
(d—b) (d-—<) (d— c) (d—a) (d—«) (à —5) 
O ^^ (e) 6D 
73. Demuestren que si a, b, cE R, de la igualdad (a—5)?-(b— c)! + (e—a)? = 
— (a b — 2c)*-- (6 - c—2a)3 -- (c-- a —25)! se deduce que a —b— c. 
74. Deniestren que con aÇ R (a—1) (a—3) (a—4) (a—6)+10 es un número 
vo. 
75. Hallen el menor valor de la expresión (a—1) (a—3) (a—4) (a —6) 4-10. 
76, Demuestren que si a+b-+c=0, sir TIER e Ge a 


SET DEIA wt 
77. Demuestren que si a+b+c=0, * ti Sr d +y te a EE y 


sE m n a b e Po, mè, n 
78. Demuestren quesi 2-7 Ez —1 y pHa tHE, kel ei, 


69. 


=d. 


a b € 


Ss T zx SE =, donde ai, asc, 
ci NF CES 
Wf a "echt 
80. Demuestren que si a-pb+c=0, a* (b2-- c?) 4-05 (a2 c5) Lei -Hat 
Sitte Iert ten 
= z " 


79. Demucstren que si 


b Æ c, entonces o 


Las siguientes identidades han de demostrarse según el método de induc- 
ción matemática *. 


; 4,81. 2423H. trays HED, 


* En los ejercicios 81—119 se supone que n € N. 
2—0204 


M 


123423 44.0 0040) (i2) 


A seb e a Dat 
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lesje Dirkes, 
-44-2-1- 3-404... n (Bn) — n ia, 
1 


1 1 1 E 
OS TOS ET 
d. (Law) 
berg A SCC EN 
9). pepr ELL, donde sel. 
7 (109 —95 — £0) 
94. T--T1-1T1- HTT epo 00 
95. (n--1 (n--2) Aal n) m 20 103050... (2n — 1). 


101. 


1 L 1 [S 


1 1 onda 
Se JAS s) zs) ex) EEN 
1:114- 2 206p lona e (iE DI— 1. 
0 n—i 4 
pete mp Sb ps 
1, 2 m nad) 
Wei sit ecu) Used) AO" 
n ninti) 
"Tas i7 RER (2n —1) 2n 7-1) 23-3) 2 (2n Fi) n4-3)" 
1 1 1 1/4 1 
E Ia 2 ( $3 — n0 ara) G 


n (n1) (142) (n--3) 
LH, 


tpi pe 
o e weeds agp an pros 


Deduzcan las fórmulas para las sumas: 


TUN 1 
Sw—pggt3st-- gt EEGEN 

E 1 
TEE tas» G»T0 


Es 
FAN 
1 
FETO i 
e tel 


Demueslreu las identidades: 


an * 


3 a 
elo pate donde x +1: 


E nonr" m do 
ati 243 aT, at a DPP 
SC | EE 2m 2^ T 
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H 2 4 D 1 PA 
nt DESUTESCO o m 


lz] #1. 


104 


+ "ac 


Demuestren la validez de las afirmaciones: 
107. (6—1) : 35. 108. (4"--15n— 1) : 9. 
109. Gm q- 5.3^*? 7. M49. (07743023) 3 LI. 
111, (3952 — 85 —9) : 64. 112, (8125-2901) i 19. 
113, nos gun kënen i37, 
114, (së kënn : 57. (£15. (12412391) : 133. 
116. (2*9.3"--5n —4) : 25. 147. (pont - p 2034-25) : 23. 
118. (gini. —. 227) : 1053. 
119. (5-H än 4 6nt — 703 —2n) : 24. 


+2 


§ 3. Transformaciones idénticas de expresiones 
irracionales 


Las expresiones algebraicas en las que hay extracción de Ja raíz 
de la variable o bien la elevación de ésta a potencia racional frac- 
Ser, llevan el nombre de irracionales con relación a dicha varia- 
ble. 

Recordemos la definición de raíz aritmética. Su a >0 y n € N, 
1 2» 1, sólo hay un número no negativo z tal que se realiza la igual- 
dad z" — a. Este nümero z se denomina raíz aritmética de n-ésima 
potencia del nümero no negativo a y se designa cou va. 

De lo dicho se desprende que la igualdad V A9 =7 es cierta, en 
tanto que las igualdades y49 = —7 o bien V49 = +7 son iucier- 
Las. 

Si n es un número impar mayor que 1 y a < 0, por va se entiende 
semejante número negativo z que z" = a. 

Si n, k, mEN, a>0 y 5>0, entonces: 


m, Ya=Ya b. 
Esta propiedad se propaga al producto de cualquier uúmero de 
factores, p.ej, 1/8-27-125 = y 8- V 27. 125 = 2.3.5 — 30. 
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OBSERVACIÓN. Si a «c 0 y b<0 las propiedades 1” y 2* toman la forma: 


um Metteg, a Ylsl 
ab— y la D ==" ==" 
y Ylalvi^h]/ 5 an 


3. (V a - Y o, bet, (i m Y Gn Aa 
An, SI Ya Pejo V Ya a. 
pe, ma y d, bei Yates a V a ea. 


OBSERVACION. Si los índices do las raíces son números impares, las propie- 
dades 124—525 también se realizan para a < 0, b < 0 y para ab < 0. 


Recordemos otra importante propiedad de la raíz aritmética: si n es 
un número par, es decir, n — 2k, tiene lugar la identidad Yak= 
=121, pa, V(/3—29 IN Alen 2— Y 3. 

Recordemos la definición de potencia con exponente racional. 

1) Si a0, a*^—1. 


2) Si az»0, ar — V a? (n, m son números naturales, n222). 
3) Si a2 0, et (r es un positivo racional). 
EN 

4) Sia<0, mEZ, a" —a"* 

Enumeremos las propiedades fundamentales de las potencias con 
exponentes arbitrarios racionales: 

1*. -a =at, 

25. (a) =a". 

35. (ab) = a^ b". 


Keng 
^. (F E n 
ga, Eo pr 


donde a>0, b>0, r y s son números arbitrarios racionales. 
EJEMPLO t. Simplifiquemos la expresión 


A=(Y 82 4- V 48 — Y 88) (V 72— y 500— Y 8). 
sonución. Primero simplifiquemos cada uno de los radicales 
dados: 
V 3-y16-2-4y 3, V B=V75=3 V5, V 98— Y 49-2 SS, 
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Después de esto la expresión prefijada toma la forma 
A-(4y3--3y8—7y2)(6V2—10y5—2 y 2) — 
-(3y5—3y2)(4 y 2—10y 5 
Después, obtenemos: 
421210 —24— 150430 Y 10= 42 y 10—174 = 
= 6 (7 y 10—29). 
EJEMPLO 2. Simplifiquemos la expresión 


A-VETy3.V 24 V24 V3 V 24V 24Y24- Vx 
xV aV 24Y24y3- 


SOLUCION. Multipliquemos primero los factores tercero y cuarto: 


V 2-V 24 V2xy8. V. 24V 24 V24 Y 
-Va-(Y24V23y8) -Va-aaY2cyS- 
-zY2-V24y3. 
Multipliquemos el resultado obtenido por el segundo factor: 
V2—Y3xy3.V23 V2-Y3- MA (23 V8p = 
-Va—Qry35-Y24y3. 
Multipliquemos este resultado por el primer factor: 


V2—y3.Yz«y3-Và—(y8$ 2 y 4—8- 1. Así, pues, A= 1. 


EJEMPLO 5. Simplifiquemos la expresión 4— y (2 —y 7). 


SOLUCIÓN. De acuerdo con la propiedad 5% de las raíces obte- 
nemos A=V |2— y 7|. Pero 2—Y 7 <0 y, por lo tanto A= 
DAC Ak e? 

ziexPLO &. Simplifiquemos la expresión A = Y 27 — 10 V 2. 

SOLUCION. Está claro que la expresión se simplificará si resulta 
que bajo el signo de la raíz tenemos el cuadrado perfecto de la dife- 


rencia entre ciertos dos números. Representemos 10 yZ como el 
producto doble de dos nümeros, la suma de cuyos cuadrados sea 


igual a 27, es decir, 10 ya = 2-V 2.5. 
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De este modo, 4— Y 2—2y2.54-25 V (V D Ben IN 2-51 
y como V2—5«0, A—5—Y2. 

sJEMPLO 5. Simplifiquemos la expresión A— V 9 V 3— 11y 2. 

SOLUCION Razonando como en el anterior ejemplo, escribamos el 
radicando en forma del cubo perfecto de la diferencia entre dos ciertos 

ros. Tenemos 93-3 y 32-6 y 3— (Y 3+3- V3.(V 27 y 

11y 249 2--2 y 2-3(V 3)-Y 2+ (Y 2y. 

De esta forma, 

a=} VIP 3V3 V 2+3 VIV (2 
=y 3—y3y-y8—y2. 

ElEMPLO 6. Liberémonos de la irracionalidad en el numerador 

do la fracción A =y. 
EE 

Souen Multiplicando el numerador y denominador de la frac- 


ción por el «cuadrado no perfecto» de la suma de los números V2y1, 
obtenemos: 


d'St Vid 241, yZ y7] 

Ass -—— z - z =Y 44 y 2+1. 
DIGA Gr ibd 
EJEMFLO 7. Liberémonos de Ja irracionalidad en el denominador 


3 
DESEN EN 
soLucioN Liberémonos de |/3 en el denominador. Con este fin, 


multiplicamos el numerador y denominador de la fracción por la 
expresión adjunta al denominador: 


304 Y 2 Y 9 — UE ZAS 
3-y Su Y24- v3 DEEM 
— 304Y 24-13 
E 2y2 g 
Ahora, nos liberamos de Vä en e] denominador: 
O30 YARYVBY2 3(02424Y9 
2)/2.y2 H 5 
BiEgMPLO 8, Calculemos la suma V 20-- y 3 EN 20— y 382. 
soLuctoN, Hagamos A= Y 207 y 3924 Y 20— y 392 y eleve- 
mos al cubo los dos miembros de esta igualdad. Obtenemos: 
(20 + V 302) --3 (V 20 4- V 392) V 20— y 30243 Y 20 4- y 302 x 
x (Y 20—y 303) -- (20— y 392) = 45, 


de la fracción A= 


A= 


Dr 


Az 
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D bien 404-3Y 20: 39v 20— y, 392. (t 204 y 3u2 + 
A Y 30— y 382: Ap, donde V 20+ V 3024 Y 20— | ville 


De esta forma, obtenemos: 40 4- 3 y 20 — ($ 3032.44 -.0, 40 4- 
+64= 4, 43— GA — 40 —0. 

Pero A? — 64 — 40 = (4? — 44?) + (4A? — 164) -+ (104 — 
m = A? (A — 4) + 44 (4 — 4) +- 10 (4 — 4) = (4 —4) x 

X (A? + 44 + 10). 

Como A? 4-44 +10 = (A? +44 +4) +6 — (A4 +2 + 
+60, la igualdad (4 — 4) (A? + 44 + 10) = D sólo se realiza 
con À — 4. 


Así, pues, Y 20+ Y 3924- Y 20— Y 392 —4 
EJEMPLO 9. Transiormemos la expresión 


f(a)=Y 2¿—4a+4+ Y a* 4-6a 4-9 
a Ja forma que no contieno Jos signos do la raíz y del módulo. 
ÓN, Como V ¿=p 4=y (a—2) - |a—21 y 
T9-Y (a 3F —|a4-31, f()-1a—214 | a- 3]. 
Los puntos a, = —3 y a, = 2 dividen la recta uumévica en los 
intervalos J-—oo; —3[, [—3, 2[ y [2; ool. Analicemos la expresión 
prefijada en cada uno de eslos intervalos. 

WO tenemos: |a — 2 | = —a + 2, |a +- 3 | == —a — 
—3, 0 Sen j (a) = —a + 2 — a — 
Con —3 Ka <2, tenemos: ët e 322, [edm 

=a+3 y, entonces, f(a) = a+ 2+a+3=5. 
Por fin, con a>2, tenemos: Ja—2|=a—2, Ja+3]|= 
= a + 3, es decir, f (a) = a —2 +a + 3 = 2a 4- 1 


= —2a — 


—2a—1, si | a«—3, 
Así, pues, f(a)— 5, si —3 ga <2, 
2a+1, si ez, 


EJEMPLO 10. Simplifiquemos la expresión 
fa, yy Haya y EN Ha, 
donde a>0, b>0. 
340). E 
soueen, f (a, b) — 74 Qe V (v = ) 


— LES LES 
Déi ` 
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Como a>0, b>0, Va+b>0 y, por lo tanto, | V a-+b|= 
=Va+b. Esto significa que 


f(a, zs 


Ahora hemos de analizar dos casus: 1) Pa—b>0, 2) Y a— 
—b«Q0. 


En el primer caso, tenemos; | Y 2—b]| —Yya-—b y, por con- 
siguiente, 


Bir e 
Ha, y A -2yb. 


En el segundo caso |V a—b| = —(Y a—b) y, por lo tanto, 
ys "E? 
2Y 0, si Va >», 
Así, pues, fla, b) =| yz "M 
PARIT A0) oe na. BE 
EJEMPLO 11. Simplifiquemos la exprosión 
D ASA VUL TH 
aj/a—2ay b-- y a9? y ab —Y ab21,3/— 
a e re V E. 
soLución. Realicemos las transformaciones por operaciones, Preci- 


samente, simplifiquemos consecutivamente las fracciones entre 
paréntesis. Tenemos, 


EEN Y à Ga —2Yy ab Y 93) 
SZ Va Gra) 


=YauYya—Yh). 


z fs. 2 E 
fia, d)= Va+o+ Ya—b _ 21a 


À continuación, 


y LEVE VGA yu 
May à Se 


Alora, 
3 ya a—VD+Y d= y a. 
Y, por fin, 


4) yay à 1. 
Así, pues, f (a, 0) — 1. 
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EJEMPLO i2. Simplifiquemos la expresión 


1 1 , fal 
d! EE Y yy Hie y 
SOLUCIÓN, Liquidemosla irracionalidad eu el denominador, prime- 
ro en la id y, a continuación, en la segunda fracción. Tenemos, 
m Ya—Yari 2a i 
SYST" ` Deels a—(à 1) 
=Y add —ya. 


2 1 S Ya--Ya—i 
Ya-Ya—i — (Va—Ya—t)(Vat-Va—1) 
=Va+ Ya—i. 


Así, pues, 


1 
neet 
) Va+ Vati Tue 
A continuación, 


SILKE 
4) 1+ =-= Dd . 


=Ya+14+ya—1. 


Y, a continuación, 


MS e Lyc 


Así, pues, 
1(9=Ya=1. 
EJERCICIOS 
Hallen los valores de las expresiones: 
120. 2a*—5ab-+2b* con a= V -- V 8 y è= Y 6— 


ege y5 
121. 3a244ap—302 con a= LAT V2 y pa A 
ei à Vaa BEV 


122, 4094-20? —8a +7 con a=-p (V3+1)- 


"d £ A 
"DEL VEA y A 
St € Viy+l Vzy—1 
Vatz4 Vaz 
124 Kee con == 
1 1 1 1 


125. 2a (+20 (24 (1422) con ele pe y 
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Simplifiquen las expresiones: 
126. Vir V3. 121. V3—2 VZ. 
ees ën V 
126. (Y 5-2 Y 64 152 va). E 
2443 2-43 —L— 
D LAETA — 130. Yiyzv2yd. 
Va Vara” y Vi 
au, Vir4- y ue, V 2816 V3. 
133. Vica Votar. 194. V 34V s—Vi34 Y 8. 


Libérense de la irracionalidad en el denominador de la fracción: 


129. 


1+ V243 ` 


1 
Yi V2i - V15-- ya 7 
141. anar Hic n qui SEM 
247 144842 YvYixià 2Y23-213—16—2 
dee las siguientes. igualdades: 


e 


144. 
Vir Y Y 
Varo Y 3Q— e ET 
a. V 52 VD G2 YO) (49 —20 V8), 
y21—3 V18--3 V 12— Y 8 
64-4 Y2 6-4 2 2 
148. (535 - e = 
: ECC Và-Y$-aYà sl 
3 1/40 10 
16. (428-237 134) $—21 28) 4- y 5-4. 
Gava ES 335) ( * " 


150. poc i Voy E s. 


t /5yEp-Y5yi-1-2 
Denmuestren las identidades, indicando el dominio de su determinación: 


160. 


161. 


102. 


103. 


104. 


165. 
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Y3Y&-21 


tes 
V V3—vs. 


Nazi: 


=} 


EE 
pur 


expresiones irractionales 


Zeil" 


E Y (e 


a Ree 


V8— 211523 CTA 
A A 5 


2—a 


joh 


DESS 


4 
T 


8 (a+ 


Denwestren las identidades: 


a —20 —34- (a—1) Y'a 


sl tE)". 


a*-F2a—3-4- (a1) Y z 


A V vay Sz 


d 


Re 


2 


si z>i. 


Simplifiquen las expresiones: 


(eme) Hien, 

(c 2). Lab 1 ad Ya 
i—Vab ab 14 ans Ve 
DIER ai (que a Eu ) . 

om gn Vmn m=) mn /— Ymn4-a 


Vica 


L 


50. dear o Ces el? = 
1 


T(r Vr 


( Victa—Y'1—a 


mt 
men 


2 
D H 


OLEO] 


"wi 


Vi 


49,6 
REG 


S 
3 


cul ( ha ). 


V veu 
" (ZA y) donde a >, b 0 


:U/4 


-2 


al 


d ( Va—A4 Vai Var TS 
E b E ^ Ch xm 
(y ya) i hid (yu HU loyal 
-y ( ET +1) 7%), donde a>0, An, 
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Jua iig => 
d (ai ER EX 
us. (y SM 4 BaF a ) 
4 => 1 
FE Uta ua * "8 -i 
169. e o (0) (1) KR 
1—a » 
Su tal 
a 
170. =z 
E 
a 


DI ISL EE a) s-v)-vVar. 


ina. 


172. 
e aV atoj +b] Ste Y 20 
3. 5 ZE, 
i9 (a— 0 (Vat Y 3)? 424 Y ab YE 3/50) 
p a Va4-b y 6 ab" 
3 ` Sc i 
1 1 2a? —2 ca 
USA ETE TI Se? 
Aalt al aa 


ve. UI dou: ya. 


1 

in ( (a 3-0) la i d ab — i ab) (p — 

i DR "em Greer s KA) 
2b 


n. (35 —ob (o4. ya): 2 £i 
" (api e l+a(a—2 
"n (S ua sje Seil 
33 

4b? + 2ab 16%? 
Wes ( Y Ae Sab? ` V a?b —8ab* ) ( 
id VB—i gy apii s (cereus. 

a— V ele 


potya 
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$ 4. Transformaciones idénticas de expresiones 
exponenciales y logarítmicas 


Recordemos los datos fundamentales acerca de los logaritmos 
necesarios para resolver los problemas de este párrafo. 

Sea a un número positivo distinto de 1. El número z recibe el 
nombre de logaritmo de N en base a, si a* = N. 


Pei, log, 16=4, ya que 2:— 10, logy aT =-—3, ya que 


y3 = 3r . En general, log; a" =r. 

De la definición de logaritmo se desprende que, primero, la 
anotación z = loga N y a* = N expresan una misma dependencia 
entre los números a, z, N; segundo, el número /V debe ser positivo; 
tercero, si a œ> 0, a+ 1, N >0, entonces 


aF y i) 


En esencia, la identidad (1) es la anotación matemática de la 
definición de logaritmo; además, le dan el nombre de identidad loga- 
ritmica fundamental. 

Para todo número positivo NY y cualquier número positivo a, 
distinto de 1, sólo existe un número real z tal que z = log, N. 
En particular, de aquí se deduce que si V, = N,, log, N, = log, No, 
donde N, >0, N,>0. 

Recordemos las propiedades fundamentales de los logaritmos: 

SiYN,-N, > 0, entonces 

1%. log, (Div N;) = log, | N,] - Iog;1N; I. 

2^. log, leg [Ia] — al Nal- 

2 


Si, en particular, N¿>0, N¿>0, JN =Ni (Nal NS y ob- 
tenemos: log, (N,-N;) = log, N, + log, Na, log, x == log¿N, — 
— loga Na. 

35. Si N>0, HER, log, Ne — p log, N; si N 0, p= 2m (m = 
= +1, +2; --.), logaN” = p loga |N |. 


" N 
4, Si N 5-0, bz 0, bel, log, N= BT. 


Esta idenlidad suele ser llamada fórmula de transición a una nue- 
va base. En particular, con N=b, de eila se desprende que 


log,b = 


logg a * 


52, Si N>0, pER, log, N = log, pN". 
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Examinenios algunos ejemplos. 


1 
* 1-— log,25 
EJEMPLO t Calculemos 49 — 4 » 
SOLUCION [laciendo uso de que 49 = 7? y de que al elevar una 
polencia a una potencia los exponentes se multiplican. obtenemos: 


1 
Sepe 
EJ exponente se puede Lransformar del modo siguioule: 


49 
$- 


2—+ log,25 —2— log; 5= log; 49 — log; 5 = log; 


40 
e 2- SCH Jup, -7 H e 
Así, pues, 7 104925 PE Pero de la identidad (1) se 


i 108,25 


Ir 


deduce que 7 . De modo que 49^ 20.8. 


remeto?  Calculemos log 25, si log 2 = a. 

SOLUCIÓN Tenemos log 25 = 2 log 5. Expresemos el número 5 
con los números 10 y 2 (es decir, con la base dada y el número cuyo 
logaritmo es conocido), einpleando las operaciones de multiplica- 


ción, división y elevación a potencia. Como 5 = > 21og5 = 
= 21og H = 2 (log 10 — log 2) = 2 (1 — a). 
rJEMPLO 3  Calculemos log, 18 si log, 12 = a. 


SOLUCION. l-er procedimiento. Como en el anterior ejemplo simpli- 
fiquemos log, 18: 


log, 18 = log, (3*-2) = 2 + fog; 2. 
Esto significa que debemos calcular log, 2, sabiendo que log, 12 = 
= a. Expresemos el número 2 con los números 3 y 12 (la base dada 


y el número, cuyo logaritmo es conocido) haciendo uso de las opera- 
ciones de multiplicar, dividir y elevar a potencia. 


Tenemos: 2= yz, entonces 


log, 2 ~ log; y 4 (log, 12 — log, 3) = La dis 


Así, pues, log, 18=2+ El, A 


2 2 
2-de procedimiento. Tenemos: log, 18 = 2 + log, 2. Introduci- 
mos la notación log, 2 = z, entonces log, 18 = 2 + z. 
A continuación, log, 12 = log, (3-2?) =1 + 2 log; 2 = 1 + 2z. 
De acuerdo con el planteamiento log12=a, por lo tanto, 


44+2x=a, de donde z = Ly 


$ 4. Transformaciones de expresiones exponenciales y togari toucas 3t 
a43 
2 
EJEMPLO 4. Calculemos log,,16 si Jop, 28 = a. 
SOLUCION. Empleando las fórmulas 5% y 3°, obtenemos: 


De este modo, log, 18 —2--1—2-F zz = 


logis 16=l0gy775 Y 16= log, 4= 2 log, 2. 


Introducimos la anolación log, 2 = z, entonces log, 10 = 2z. 
A continuación, tenemos: 


log,28 _ log, (2-7) — 219g;2-Fleg,7 — 2r4-1 
log, 14 — log, (2-7) log, 2-log. 7 EN 


log,,28 = 


Como según el planteamiento log, 28 — «, el problema se redu- 


ce a la solucióo do la ecuación LU =a, de donde hallamos 
Así, pues, log, 16 = 2z-- 22, 


EJEMPLO 5. Calculemos log, 60 si logs 30 =u, Jog, 24 — b. 
SOLUCIÓN. 


log, 6) _ log, (4:3-5) Zeg, 3-lng, 5 


logi 60— 2*5 — AE rona 
Introducimos la anotación: log,3-z, log,5— y. Entonces, 
24-x- 
log, 60 — 2E 


20r 
A continuación, Lenemos: 


log, 30 log, (2:3:5) — I-br-bv 
Tog, © — log, (2-3) [E 


a= log, 30 
bi log, A ERA... lo 0-9)... 


Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 
i-r 
ES? 
ES b; 


=a, 


de ecuaciones: 


"rte 
Con este sistema hallamos: 


ETE 
Braz, fub 
2ab-F2a—1 


Entonces log, 60— ^ 7. 
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EJERCICIOS 


Calculen: 


182. a) loga log. log, 16; b) —1log, log, V V 


c) log log yi 10. 
1081253 logi 5 
6 


vm. a (8) a ($) 


184. a) 36108. 5 4 10t-10g 2 3log, 38, 
1 


4 
b) g WË ch a T v. 
ges, H 
185. log (2—tog, Y3-gy5 3) - 
3 


186. log, 7-log, 5-logs 4-+1; b) logs 2-log, 3 logs 4-logs 5-log; 6-logy 7. 
187. a) 2l96» 5. log: 2, p) aV og, 2 _2V 103,3, 


Calculen: 


188. log 1250 a log 2 = 0,3010. 
189. log,oi0 si log,5 = a. 
190, log; 16 s: logia 27 = a. 
191. log; 5 si log, 2 = a, logo 5 = 
192. log;, 28 sı logi; T = a, logi, 5 = b. 
493. 10875 Y us log, 27 = b, a2 0, ase l. 
194. log, 3.38 sí log 2 = a, log 13 = b. 
195. log, 360 si log, 20 — a, log, 15 = b. 
196. logas, 60 si logi, 5 = a, log, 11 = b. 
197. log, ab si logo n = p, logy n = q, log; n = r, dondo a, b, c, n son núme- 
ros positivos dislintos do 1. 
ph 
a 
198. logar yr“ logay a = n, donde a, b son números positivos, con la parti- 
cularidad de que ab 4. 3 
199. log,ne n Si log, n = 2, logy n = 3 loge n = 0, donde a, b, c son números 
positivos distintos de 1. 


Deinuestren las identidades: 


200. bsa a”, 
loga n logon `. logan -" H 
lgon-Flgon ^ P Togapn 1 08a b; 
logs a-+ logs n 
1+ log, n 
1 1 1 1 1 
Iogan log, n Hogan t logg n t Ee 
1 
oka HUE oa, 237 la nf: 


201. a) logayn = 
€) logyn an = 


202. —45 logs a. 


203. 
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logan 1 T 
204. log, n-logg n-- logi n-logen+loge n: loga n = nr n i 
ab 


205. log y = (log ay log 1) st a+b? = Tab 


ZER (log a-+log 6) si a? 40%=12ab 


206. log 


Simplifiquen las expresiones: 
207. (logab + logy a+ 2) (10ga 0 — logan b) logo a—1. 
1—logib 
7 Uoga b--logo a4 loga E 


logis Jose b 
209. (b lof * a logo y? Pla 


Vu 


T log; 
240. 0,2 (2019804 35 VE 


1 
We 


f^ en 
211. V 1-208 V2. 
212. V logad F log a-- 2-loga sa * V logib- 
213. V Y Wgga-F logi U-F2--2— log, a — log, b. 
loga b—logy-- Vo 
4, V H 35-12), 
214 IET log, (a?h-*) 
he L3 
1 DU 
3 n 15 $ 
215. 2 Yogi h ( (loga Y -logn 92^ — (102, ] 
sia>t,b>t. 


sl 


a pal 
kw V/ v) 


$ 5, Demostración de desigualdades 


En el presente párrafo serán tratadas las desigualdades, cuya 
validez ha de ser establecida en el conjunto prefijado de valores que 
entran en éste. Si semejante conjunto no se indica, se considera que 
las variables pueden tomar cualesquiera valores reales. 

1. Demostración de desigualdades con ayuda de la definición. 
Como sabemos, por definición se supone que a œ> b si a — b es un 
nümero positivo. Por esta razón, para demostrar, segün este proce- 
dimiento, la desigualdad f (a, b, ..., k) >g (a, b, . .., k) en el 
conjunto prefijado de valores de las variables a, b, . . ., k se compone 
la diferencia f (a, b, . . ., k) — g (a, b, . . ., k) y se demuestra que es 
positiva con valores prefijados de a, b, . . ., k (de modo análogo este 
procedimiento se aplica para demostrar las igualdades del tipo 
<a, Èg, SA 


3—0204 


34 Primera parle. Algebra. Capitulo I 


gsemeLo 1 Demostremos que si a>0, 17>0, entonces 


E et (desigualdad de Cauchy). a) 


" "E -E 
DEMOSTRACIÓN. Compongamos la diferencia SEP Yap y calcu- 


bu p 5)? 
lemos su signo. Tenemos: E ISCH d 


H 
Con todos los valores no negativos de a y 5 la expresión 


(ayi? : dade P à 
c xe E negativa. Ella se anula si, y sólo si a=b. Así, 
pues, la diferencia stb yab no es negativa y esto significa, 


recisamente, que att ab. El signo de igualdad sólo tiene 
p que ==> g 


lugar con a=b. 
EJEMPLO 2. Demostremos que si ab 7» O, 


tyta. 2) 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos; 


TE a+ 12—2ah _ (a—b)? 
EES ab d 


Como ab> 0, “Bso, con la particularidad de que el signo de 
igualdad sólo tiene lugar con a=b. Así, pues, la diferencia 
(£4-1)-2 no es negativa, o Sca, la desigualdad (2) queda do- 
mostrada, 


EJEMPLO 3. Demostremos que 
a? -p 4b? + 3c? + 14 > 2a + 12b + 6c. (3) 


DEMOSTRACIÓN Analicemos la diferencia 
(a? + Ab? + 3c? + 14) — (2a + 12b + 6c). 
Después de reagrupar los términos de esta diferencia, obtenemos: 


(à? — 2a + 1) + (4b? — 12b + 9) + (8° — 6c + 3) +1 = 
(a — 1) + (b — 3} +3 (c — 1 +1. 


La última expresión es positiva con cualesquiera valores de a, b, c. 
La desigualdad (3) queda demostrada. 
riEMPLO 4 Demostremos que si a + b + c > 0. 


a) + b + c zm Babe. (4) 
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DEMOSTRACION. Consideremos la diferencia a? + b? + c? — Babe, 
en la que la suma a? + b? se completa hasta el cubo de la suma. 
Obtenemos: 

d! b? 4c — Babe = a + 3a?b + Jab? + b? + c Bab — 
— Jab? — 3abc = (a + b — 3ab (a + b + c) + e. 


Después de descomponer la suma de cubos (a + D + c? en 
Tactores, obtenemos: 


(a+ 094 c — 3ab (a++ c) = ((a + b) 4- c) ((a+ 0 — 
— (a 4- b) c+ c?) — 3ab (a 4- b 4- c) — (a + b 4- c) la? -+ 2ab + 
+L — ac — bc + c? — Jab) = (a 4-b +e) (a* H- — 


==) io b + c) (2a? + 20? + 2? — 2ab — Die — 2ac) = 
le tt o) (a— 0 4- (a oj? 4- (b— er. 


Como, de acuerdo con el planteamiento, a+ b -- cz» U, la 
expresión obtenida no es negativa. De aquí se desprenda la validez 
de la desigualdad (4). Señalemos que el signo de igualdad en la 
desigualdad (4) tiene lugar cuando a -+ b + c = 0, así como al ser 

-b-c 

2. Método sintético de demostración de desigualdades. La esencia 
de este método consiste en que con una serie de transformaciones, la 
desigualdad a demostrar se deduce de ciertas desigualdades conoci- 
das (de referencia). Como estas últimas se pueden utilizar, p.ej., las 


siguientes desigualdades: à) a2>0; V) > ab, donde oi, 


bm; c) i-i» donde ab>0; d) az*-EUr-bcz- 0, donde 
a2» 0 y U*— 4ac <0. 
EJEMPLO 5. Demostremos que si a>0, bz20, cz20, dz» 0, entonces 
d > ala. (5) 
DEMOSTRACION. Tomemos como desigualdad de referencia la de 
Cauchy: 
sik, cd 
xcu 


2 a+b c-kd 
KC EN E 


Como, a su vez, Ya y SIS V, 


ya EE y VaE Ve V abed. 


2 


a^ 
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ach, cd 
y 73 u 
Esto signilica, ———— > y abcd. 
atb, c+d 
Poro, 3 HEAR, 


2 
Así, pues, AES > abed. 


Al analizar la demostración llegamos a la conclusión de quo el 


signo de igualdad en la desigualdad (5) sólo puede tener lugar si, 
y sólo si a=b, c—d y ul = 5 , es decir, cuando a— b 2c d. 
att 


EJEMPLO 6. Demostremos que ( ar yea donde nE N, n2 1. 


DEMOSTRACIÓN Como de referencia tomemos las siguientes desi- 
gualdades do Cauchy: 


y > A > 
> > >V Tn. 


Multiplicando estas n desigualdades, obtenemos: 


EELER 


-= Y ninl = yuy = ni 
- Jat (6) 


H F1 
Así, pues, ( 3 


Como, de acuerdo con el planteamiento, n Æ 1 la primera de las 
desigualdades de Cauchy sólo puede ser estricta. Pero, entonces, 
incluso despues de la multiplicación de las desigualdades de referen- 
cia, la desigualdad (6) obtenida debe ser también estricta. De forma 


que (uy > n, que es lo que deseábamos demostrar. 


EJEMPLO : Demostremos que si a — 0, b 2» 0, c >0, enlonces 
1 1 1 
ateta (+ >. Y 


DEMOSTRACION Como do referencia tomemos las siguientes desi- 
gualdades: 
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(estas desigualdades se convierten en igualdados en aquellos casos 
cuando a=b, a=c y b=c, respectivamente). Sumándolas, obtene- 
a b a e b £ ee bee adc a+b 
mos + IATA GEES ó bien RS TN zm. 

A continuación, realicemos una serie de sencillas transformacio- 


nes: 
(est) e (nt) (oe t) n 


c 
stite de tète d stite >9. 


Sacando a-+-b-+e de entre paréntesis, obtenemos: 
(2-649 (5L l)o9. 


El signo de igualdad sólo tiene lugar cuando a = b = c. 
EJEMPLO 8. Demostremos que si n €N, n > 1, entonces 


H E 1 1 
gtr e Se (8) 


n? 


DEMOSTRACION. Tenemos: 


NE: 1 1 1 1 M 
tot Sata r aa ecu 


*(z-3)*G-3)*-- 
Así, pues, E EE EE 


3. Método de demostración de desigualdades a la inversa. 
rjemubo 9. Demostremos que si a>0, 9>0; c>0, d>0, en- 
tonces 


V (ae) 84-3) 2 V a 4- V cd. mi 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que con ciertos valores de a, b, c, d 

la desigualdad (9) no es cierta, o sea, se cumple la desigualdad 
Y(a-c o (b d)« Vab + Va. 
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Como los dos miembros de esta desigualdad no son negativos, al 
elevarlos al cuadrado, obtenemos: 


(a 4- c) (b+ d) « ab 4- cd 4- 2 Y abed, 


2 Y abcd, y, a continuación, betad < V (bc) - (ad). 


Pero esto contradice la desigualdad de Cauchy. Esto significa 


que nuestra suposición no es cierta y, por lo tanto, es válida la desi- 
gualdad (9). 


EJEMPLO 10 Demostremos que si a Ze 0, b Ze 0, c >0, entonces 
ox WEG 
Uo cy. EES, (10) 


DEMOSTRACIÓN Supongamos que con cierlos valores de a, b, c la 
desigualdad (10) no es cierta, es decir, so cumple la desigualdad 


aJh-be 
py t 


Al elevar al cuadrado sus dos miembros, obtenemos: 


de donde bc -+ ad <x 


( Sr j= GE 


y, ^ contiutiación, (u4-b-E c)? > 3 (a? H- 63 c?), 3 (a 4-02 -+ c?) — 


— (a+ bc) » 3 (a? -H 0? 4- c?) — (a? + b+ c* -- 2ab 4- 2ac + 2bc) < 
«C0, Zeit 2b? -- 2c* — 2ah — 2ac — Ye «0, (a — b)? -- (b — c) 4- 


lees 

La ültima desigualdad no es cierta, ya que la suma de cuadrados 
no puede ser uit número negativo. De forma que nuestra suposición 
tampoco es cierta, por lo que será válida la desigualdad (10). 


OBSERVACIÓN. Sean dados n números positivos aj, ës. . ., an. Introduzca- 
mos en la consideración las siguientes variables: 


n 


HMy= en -media armónica, 
à E 
A e 
Ca= Vu, ee — melia proporcional. 
atat. Lay — 
As m SUE oho modia aritmética, 


Qn= 
Entre estas varia bles existe la siguiente dependencia: 
Ha X n S An S a- (+) 


— molia cuaduitica de los nümeros aj, Az, «==; an. 
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Algunos do los casos patticulares de esta dependencia ya lian sido demostra- 
dos. Así, en los ejemplos 1 y 5 (pág. 34 y 35) fueron demostradas las desigualdades 
€, « A, ue Aa; de la desigualdad demostrada en el ejemplo 7 (pág. 36) se 
desprende la dependencia H, Ay; por fin, en el ejemplo 10 (pág. 38) fue 
demostrada lá desigualdad Az « Q,. 


4. Demostración de desigualdades según el método de indueción 
malemática. 
EJEMPLO 11. Demostremos que si n € IV, n > 3, 


2>2n +1. (10) 


DEMOSTRACIÓN. Con n = 3 la desigualdad (11) es cierta: 2% > 
> 2-3 + 1. Supongamos que (11) so realiza con n = k (k > 3), es 
decir, supongamos que 2^ > 2k + 1 y demostremos que, en tal 
caso, la desigualdad (11) se cumple, asimismo, con n = k 4- 1, o sea, 
demostremos que 2^*! > 2k + 3. 

En efecto, tenemos: 2**! = 2.2% > 2 (2k + 1) = 4k + 2= 
= (2k + 3) + (2k — 1). Así, pues, 2^*! > (2k + 3) + (2k — 1). 

Pero 2k — 1 > 0 con cualquier valor natural de A, Por consi- 
guiente, con mayor razón 2**! > 2k + 3. 

De acuerdo con el principio de inducción matemática, podemos 
llegar a la conclusión de que la desigualdad (11) es válida con Loda 
n Zi. 


EJEMPLO 12. Demoslremos que si n EN, entonces 
¡AO 1 
ba-epRàpbectmep E (12) 


DEMOSTRACION. La expresión que entra en el primer miembro de 
la desigualdad (12), es la suma de fracciones, cuyos denominadores 
son números naturales desde 1 hasta 2" — 1. Con n = 1 se reduce 


a la dosigualdad numérica cierta 1 EE 
Supongamos que la desigualdad (12) se realiza con n = k, es 
decir, 


k 
tt ter së 


Demoslremos que, en tal caso, la desigualdad (12) es también 
válida con x = k +1, o sea, 


1 k+ 
PELA! 


Kies 


Susitie.. 


t 1 1 
En efecto, Sy (3-5 p) (ud apr- 


d 1 1 1 
octaua] Seb Po donde Pee rupis 
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La expresión P, es la suma de 2^ fracciones, cada una de las 


cuales es mayor que Así, pues, 


Jie e 


1 1 1 y 1 
o A 


d 4 


1 h 
ker aec 


De forma que 5$, > LM Bo. Pero, entonces 


2 
ki 
Sam $ Pao E , 0 sea, Shape ETE, 


De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que la desigualdad (12) es válida para toda n € N. 


EJERCICIOS 


Demuestrea las ` iguientes desigualdades: 
a? 1 
216. Has E 
217. Si az» 0, b>0, V aS EDS» atb-|-ab*. 
e a b z A 
218. Sia>0,0>0, yPy» Y34 Y 8. 


219. Si a-b >V, a0, 0 se 0, intl »l-l. 
220. Si a4-b > 0, ab (a+b) «C a? -- 0^. 
221. a* 4-263 -I-2ab -- b -- 10 7 0. 
222. 1--2a* >a?--2a3, 
" 1 2 
223. Si ¿4 2, aV dap) fer m: » 
224. Si a 2x —1, 0d 1 > ha. 
225. aà-E b* - c* --3 2 2 (abjec). 
226. Si epo o, LEE E i 
227. a?--b! zeab 228. a*-Lb* > ab+ab?. 
229. (a+b)! Ze a*--5*, donde ab >0. 
230. Si a« b «c, ab- bte c?a <a ba + c?b. 
231. ef —a5-L-a? —a-- 120. 
232. Si az D, b 3, ei, a--b-Ee >V ab-I- Y bc - V ac. 
233. Si im, n, k son números naturales, mn--ak-|- nk < 3mnk. 
294. Si a >U, b>0, ep, (a+b) (b+0) (+e) > Babe. 
235, Si a zx 0, b xU, e 290, apb4e=1, (1 —«a) (1 —») (1— c) > Babe. 
236. Si az 0, b >V, c>0, (a+1) (5-I-1) (c-a) (b+ c) > 16abc. 
237. Sia>0M,b>0, en, d ERO, a btp et td? > Ánbed, 
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238, 62.0, 620, c 20, 420, Vi EB Ed) < -$ etot- 04H. 
239. Si ot, of, a5 29 0, V 252; + V agas + 
Tos V aran + Vasa --- e V ian s.s Y anian 
T 
240. log, 3--l1og 2» 2. 
: 8 
zu. KE 242 A 
243. Sia>0,5>0, > ett 
244. Si a 220, b 220, est, ab (a+b)+be (+e) +ac (a+c) > Gabe 
245. Sia>0,1>0, vom 
P6. Si an am sss tn son números positivos, eon la partenlsrind de quo 
ae erras d, Eed ed Lei 


247, Si n2, 3, 4, ..., V1 4-V 24b... Vn n. 
x 


>2 


248. Sin=2,3,4,.ni>n2 


2/9. Si n—2, 3, 4, 1 


1 É x 1 
Sen E UE E 
SIS 


rrj 
Le <P à 
252. Si a2 0, 0 9, } A YS ven, 
253. Sia>0, 0, 


254. Va F >y IE. 

255. aabt et > ab ac de. 

256. Si az 0, b ze 0, (Va+ VE z-19ub (a 4-0)? 

257. Si a 220, b 0, 020, IM >ya 

258, Si abe sa 0, ab-I-ac--be + 0, 3 
TA 7 
A 


WepüESid 
4 


250. Si a2 0, b» 0, 


1 
a 
E 


251. Si a 22 0, bz 0, 


«Ya. 


ag, Ere S «y 


4 
260. "ROT 20, df > 


TS i 1 
o p ES 
261*. Si z 2 —1, n KEN E NE 


< Y abed- 


* En los ejercicios 261—268 se supone que n€ N. 
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262. Si n ze 5, 2" >n? 
Si n zz 19, 2"> n*. 
- latat- keslslaltlëslt 


t r= 4 1 
+ Sin>2,1] cl DÉI 


T AUS b ro MEA 
200. Sı n 22, 2] intro 4 yz 
"— e 1 1 1 13 
267. Si nz 2, Hr tna 


268. Sin>2, UE e € <x 


$ 6. Comparación de los valores de las expresiones 
numéricas 

Si son dados dos números reales, cn la mayoría de los casos 
cuál de ellos es mayor se ve de inmediato, p.ej., 8>3, y62y5. 
Es fácil establecer que Y5 < Y 1000. En clecto, Y 5<2, mien- 
tras que Y 1000 — 2, o sea, Y 5 < Y 1000, 

Sea ahora a2 /3, b— V2. Los dos números pertenecen al iu- 
tervalo Jl, 2[, pero cuál de ellos es mayor no está claro hasta el 
momonto. Para establecer el signo de desigualdad entre ellos, rea- 
licemos los siguientes razonamientos. Supongamos quo a >> ù, 0 $03, 
que y3 V2. Blevando los dos miembros de la última desigual- 
dad al sexto grado, obtenemos (y 3) > (V 2)”, es decir, 9>8. 

Así, pues, a2» 0 < (V 3) > UN DI e 9 8. 

Como 9 >$ es una desigualdad cierta, Liunbién lo será la desi- 
gualdad equivalente a olia a > b. 

Si hubiésemos supuesto que a<<b, habríamos obtenido: a< 
«be (3) < (V2)? «9-8. Como 9<8 es una desigualdad 
no cierta, lo mismo lo es a < b y, ya que a Æ b, nos queda una sola 
posibilidad: «> b. 


Esemzo 1. Comporemos los nùmeros a y b si 1) a y 26-- V 6, 

be y13-4- y 17; 2) 2 —1og13, b= log; 1,1; 3) a= log, 3, b = log; 2; 
2 

4) a= V5 +V 30+ V 50, b= V 10+ V 204- V 00. 

soLuciGN 1) Supongamos que a > b. Enlonces, haciendo uso de 
las desigualdades numéricas, oblenemos sucesivamenle: 

(VEVE > (Y 13-- y17)?, 324-2 V 156 —- 30 4-2 V 221, 

1-- V 196 > V 221, (1-- V 156)? — 221, Y 156 — 32. 
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Asi, pues, a2» b <> V 156 — 32. Pero VIS 32, o sea, los nú- 
meros iniciales eslán, asimismo, ligados con el mismo signo de desi- 
gualdad, es decir, a < b. 


2) Tenemos: mu Ze b= log, 1,1 > 1og, 1—0. 


Es decir, a< 0, 5750, Sc? pues, Seet, 

3) Tenemos: a= log, 3 > log,2— 1, b—1og,2«1og,3- 1. De 
modo que a 1, b « 1, lo que signilica que a >b. 

4) Primero estimemos cada uno de los sumandos de la suma a 
con una precisión hasta 1. Tenemos: 2< Y 5-3, 5 — Y 30 6, 
7<V50<8, es decir, 14<Y 5+V30+50<17. Así, pues, 
14 «a «1T. 

Estimemos ahora cada uno de los términos de la suma b tam- 
bién con una precisión hasta 1. Tenemos: 3< y Jü«z4, 4< 
«y20«5, 7 V 060-8, o sen, 14 y 104- V 20+ V GO «c 17. 
De forma quo 14 b <17. 

Vemos que las estimaciones obtenidas no permiten comparar los 
números a y b. Por esta razón, aumentemos la precision de las esti- 
maciones, O sea, estimemos a y b con una precisión hasta 0,1. Tene- 
mos 


2,2<Y 5<2,3 311<Y10<3,2 
+5,4< y 30<5,5 Y +44<V20<45 

7«y 5074 7,7 «y 60 —7,8 

14,6 ca < 14,0 — TOT 


Así, pues, a € 314,6; 14,9l, en tanto que 5 € 15,2. 15,5l, lo 
que quiere decir que a < b. 

EJEMPLO 2. Dispongamos en orden de crecimiento los números 

a = log, 3, b = log, 9, c = logs 17. 

SOLUCION. Comparemos los números a y b. Esto es posible de 
realizar con dos procedimientos 

l-er procedimiento. Tenemos log, 2< log, 3 < log, 4, o seu, 
1<a<2; log, 6 < log, Y < log, 36, es decir, 1 < b< 2. 

Los números a y b pertenecen al intervalo H; 21. Comparemos 
cada uno de ellos con el punto medio del intervalo, o sea, con el 


número A 
nmi PE 
y 3 
Supongamos que log,3>-7 entonces tendremos sucesiva- 


3 
mente: 3> 2^ e 325 292 9 — 8. 


Pero, como > 928, az= zm es una desigualdad cierta. 
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Supongamos que b> 4 , entonces 
o 3 
log,92» 5 «9 92» 05 =9>6 e 817» 210. 
La última desigualdad es incierta, pero, ya que b> $ <= 81 > 
> 216, > es asimismo incierta. De modo que, bc. 


Así, pues, a. i. lo que significa que a>b. 


2-do procedimiento. Examinemos la diferencia a— b. Tenemos: 


log, 9 
a—b= log, 3— logs 9 = log¿3— [E = 
log, 3-log, 6—21og, 3 _ log, 3 Gog, 6—2) 

log, 6 og, 6 >0. 


Es decir, a > b. A 
e los nümeros a y c. Más arriba hemos establecido 


que i« a «2. El número c también yace en estos límites. En 
Pan log, 17 < log; 25 = 2. Por otro lado, 


i = jogs E = log, V 125 « logs 17. 


puppes los números a y c en el punto medio del intervalo 


]z Ea al, es decir, con el número 4. 


Supongamos que >. Entonces, empleando las propiedades 
de las desigualdados, obtenemos sucosivamente 


1 
log, 3 p e 82 25 e 312 D e 812 12. 
Pero, en realidad, 81 <128, lo que significa que a <4 e 
Supongamos quo c> T . Eutonces 
$ 
log; 172» RE e—11 55 em MI S 


La última desigualdad es cierta, lo que quiere decir que nuestra 
suposición también lo es: T 
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Así, pues, ac. c» y, por lo tanto, oe, De modo 
que ba «c. 


EJERCICIOS 
Comparen los números a y b: 

269. a=YB0=PG; 270. a= Y AT, b— Y 26 Y 0. 

c. + ken IV 3-4). 272. a=0, b= A 


VIIVE ETA 
273. a=/9—V1, ey Y SEN 
274. a= V OHY, A V 84 — 1/28. 


215. a= Y 8-- V 23-- Y 83, o= V B+ 3341/73. 
276. a) a=1l0g,2, b=1080,00150,25; 


b)a-log,5, b=log y 5 
e 16 
277. a) a— log, 20, b= logs 17; 


b) a = log V8, bzlog, V2. 
2 3 


278. a) a--log,3, b= log; 8; 
b) a—1og3 10, b— logis 729. 
279. a—log, 14, blog, 18. 
280. a= loga 80, b= logs 040. 
p 5 
BEI. Get og S-E Tog Y ME: 54-Y7 


zog 2—- 


282. a=3 (log 7—10g 5), b=2 (5 109 logs). 


1 1 
283. a =a dg 57A 
284. Dispongan en orden de crecimiento los números a, b, c, d si a= log; 7, 
b—log,3, c= V 2, d=log; 5. 
H 


Capítulo II 
SOLUCIÓN DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


$ 7. Equivalencia de ecuaciones 


Dos ecuaciones reciben el nombre de eguivalentes cuando los 
conjuntos de sus raíces coinciden, en particular, si ambas ecuaciones 
no Lienen raíces. 

P.ej., las ecuaciones log x = 0 y Vz = 1 son equivalentes (cada 
una de ollas tiene una sola raíz z = 1); son equivalentes las ecuacio- 
nes Zeie = 4 y V x = g (cada una de ellas Liene dos raíces; O y 1). 

Si cada una de las raíces de la ecuación / (x£) = g (x) es simultá- 
neamente raíz de Ja ecuación f, (x) = g, (z) obtenida mediante 
ciertas transformaciones de la primera, la ecuación f, (z) = g, (x) 
lleva cl nombre de corolario de la ecuación f (x) = g (z). 

Así, pues, la ecuación (e — 1) (x — 2) = 0 es el corolario de la 
ecuación z — 1 =0 (pero ésta no es corolario de la ecuación 
{z — 1) (z — 2) = 0). 

Si cada una de dos ecuaciones es corolario de otra de ellas, seme- 
jantes ecuaciones son equivalentes. 

Varías ecuaciones con una variable reciben cl nombre de conjunto 
de ecuaciones sí se plantea el problema de hallar todos aquellos 
valores do la variable, cada uno de Jos cuales satisface, por lo menos, 
una de las ecuaciones prefijadas. Las ecuaciones que forman un 
conjunto se escriben en una columna con ayuda de corchetes, p.ej., 


[2z--1— 32-45 

L4— 
(por cierto, que con mayor frecuencia, las ecuaciones que forman 
un conjunto se escriben en línea: 2z + 1 = 3z + 5; Ae — 3 = r, 
dividiéndolas con el signo « ; »). 

La solución de un conjunto de ecuaciones consiste en la unión de 
los conjuntos de raíces de las ecuaciones que constituyen el conjunto 
dado. 

Si al roalizar una serie de transformaciones la ecuación f (x) = 
= g (z) se redujo a la ecuación f, (z) = £, (2) (o bien a un conjunto 
de ecuaciones), ciertas raíces de la cual (o del cual) no son raíces de 


=r? 
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1 (x) = g (2), dichas raíces de la ecuación f, (x) 


81 (2) reciben el 
nombre de raíces extrañas de la ecuación f (x) 


g (x) 


P.ej., al elevar al cuadrado ambos miembros de p7 — —Z, 
obtenemos la ecuación z = z? que tiene dos raíces: O y 1 valor 
z = 0 satisface la ecuación Vr = —z, mientras que x = 1 no la 


satisface, es decir, para dicha ecuación es una raíz extraña 

La ecuación (z — 1)? = z — 1 tiene dos raíces: 1 y 2. 

Si ambos miembros de esa ecuación se dividen por x — 1, obte- 
nemos la ecuación z — 1 — 1 que sólo tiene una raíz: z — 2. En 
semejantes casos, suele decirse que durante la transformación de la 
ecuación inicial Luvo lugar la pérdida de raíces (en nuestro ejemplo 
z= 1 es «la raíz perdida»). 

Por regla, al resolver ecuaciones se realizan diversas branslor- 
maciones, como resultado de las cuales la ecuación dada se reduce 
a otra más sencilla (o a un conjunto de ecuaciones). Por esta razón, 
es de importancia conocer cuáles de las Lransformaciones reducen 
la ecuación dada a la equivalente, cuáles, a la ecuación corolario y 
cuáles, a la pérdida de raíces. 

TEOREMA I. Si a ambos miembros de la ecuación f (x) = g (2) se 
adiciona una misma expresión « (z), definida con toda x del campo de 
definición de la ecuación f (x) = g (x), se obtiene la ecuación f (x) + 
+ ọ (2) = g (2) + o (x) equivalente a la dada. 

Poj., la ecuación 32? 4- 22 — 5 = 7r — es equivalente a la 
ecuación 32? + 2z — 5 + (—7z + i) = 7x —1 + (14 + 1), ya 
que la expresión q (x) = —7z + 1, con todos los valores do x, ha 
sido definida en el campo de definición de la ecunción da? -- 2r — 
— Bes 7z—1. 

Pero la ecuación 2? = 1 no os equivalente a 2? + V z — 1 + Y. 
La violación de la equivalencia se produjo debido a que la expr 
9 (a) = Y z fue dolinida no con toda z del campo de definición de 
la ecuación z? = 1, sino que sólo con los valores x >0 La adición 
de la expresión q (z) — V z a ambos miembros de la ecuación 
a? = 1 ha conducido a estrechar el campo de definición do la ecua- 
ción, lo que pudo acarrear la pérdida de raices. En el caso dado, 

= —1 es la raíz de la ecuación z? = 1, pero no es raíz de 4? + 
+Yz=14+Vz 

lay que comprender con claridad que en el teorema | sólo se 
trala de una transformación: la adición a ambos miembros de la 
ecuación de una mísma expresión. En lo que atañe a la posterior 
reducción de términos semejantes (si ella es posible), ésta una 
nueva transformación de la ecuación. La reducción de lérminos 
semejantes puede conducir a una ecuación que no es equivalente a la 
inicial. P.ej., si a ambos miembros de z? + Ze + log z = log x — 1 
añadimos (z) — —log z, oblendremos la ecuación z? -} 2x + 
+ log z— log r= log z — 1 —log x, equivalente a la inicial, ya quela 
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expresión ıp (1) = —log z está dolinida con toda z del campo de 
definición de la ecuación inicial. Pero, si en la última ecuación 
realizamos la reducción de términos semejantes, obtenemos la ecua- 
ción z? + 2r = —1 que no es equivalente a la inicial. La eliminación 
en los dos miembros de la ecuación inicial de la expresión log z 
nos llevó a la ampliación del campo de delinición de la ecuación y, 
como resultado, pudieron aparecer raíces extrañas. Esto es lo que 
ha ocurrido eu nuestro caso: el valor z — —1 es la raíz de la ecua- 
ción z? + 2r = —l, pero no lo es de z? + 2z + log z = log z — 1. 

conoLAmo. Lasecuaciones f (z)H-« (2) = g (2) y f (x) = g (2) — 
— ọ (z) son equivalentes. 

TEOREMA 2 Si ambos miembros de la ecuación j (z) = g (x) se 
multiplican o dividen por la misma expresión q (z), definida con todos 
los valores de x del campo de definición de la ecuación dada y en dicho 
campo de definición no se reduce a cero en ningún lugar, se obtiene la 
ecuación 


1()-0 (2) =g (2-0 (2) (» bien LE = SR) 


equivalente a la inicial. 

Así, p.oj., si ambos miembros do la ecuación z — Ass zz +2) 
se dividen por p (z) = Vz + 2, obtenemos la ocuación yz—-2- 
— x equivalente a la dada, ya que la expresión q (z) = yz-4 2 
ha sido definida por doquier en o] campo de definición de la ecuación 
dada (z > 0) y en ningün lugar de diclio campo no se reduce a cero. 

Si ambos miembros do la ecuación z — 2 = 0 se multiplican por 
q(z)- z--3, obtenemos la ecuación (x — 2) (æ -+ 3) — 0, no 
equivalente a la dada, ya que con z — —3, perteneciente al campo 
de definición de la ecuación inicial, la expresión q (z) = z + 3 se 
anula, aunque ella ha sido definida con todas las z del campo de 
definición de la ecuación z — 2 — 0. Como es fácil ver, en el caso 
dado la multiplicación de ambas partes de la ecuación por la expre- 
sión q (1) = z + 3 ha conducido a la aparición de la raíz extraña 


r= 


De modo análogo, si los dos miembros de la ecuación z — 4 
= z (Vz — 2) se dividen por la expresión q (z) = Vz — 2, obtene- 
mos la ecuación Vr + 2 = z no equivalente a la dada, ya que con 
x= 4 la expresión q (1) = Vx — 2 se anula, a pesar de haber sido 
definida con todas las z del campo de definición de la ecuación ini- 
cial. 

Liamamos la atención del lector acerca de que en el teorema 2 
sólo se trata de una transformación, la multiplicación (o división) 
de ambas partes de la ecuación por una misma expresión. La posterior 
simplificación de la fracción (si ella es posible), es una nueva trans- 
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formación de la ecuación. P.ej., al multiplicar ambos imembros de la 


ecuación SL -Fz—3 por la expresión q(z)-2z realizamos la 
primera transformación que conduce a la ecuación ZEHN | Zo - 


=6x. La siguiente simplificación de la fracción EED por2z es 


una nueva transformación: ella nos lleva ala ecuación z + 1 -- 22? = 
= Dr, Semejante simplificación puede también conducir a una ecua- 
ción que no es equivalente a la inicial. 


SS 
Así, si ambos miembros de TEM. se multiplican por 


{z3 —5z--6) (z—2) 
z—2 
lente a la dada, ya que la expresión q (z) = z — 2 está definida con 
lodos los valores de z del campo de definición de la ecuación dada 
(x zb 2) y on ningún lugar de dicho campo no so anula, Pero, si eu 
el primer miembro de la ecuación oblenida realizamos la simplifica- 
ción por z — 2, obtenemos la ecuación z? — 5z + D = 0 no equiva- 
lente a la inicial: el valor z = 2 es la solución do la última ecuación, 
pero no satisfaco la ecuación inicinl, es decir, para ella es una raíz 
extraña. La cuestión radica en que al simplificar Ia fracción se pro- 
dujo la ampliación del campo de definición y, como ya hemos indi- 
cado, esto puede acarrear la aparición de raíces extrañas. 
COROLARIO. Si ambos miembros de una ecuación se multiplican (o 
dividen) por un mismo número distinto de cero, vblenemos una ecuación 
equivalente a la inicial. 


Q(1)=x-—2, obtenemos la ecuación =0 equiva- 


P. ej., al multiplicar ambos miembros de la ecuación E 


8 por 6, obtenemos la ecuación 3r4-3— 2z-L-6 equivalente 


2 la dada. 

TEOREMA 3. $i ambos miembros de la ecuación f (x) — g (x), donde 
Í (z):g (x) >0 con todos los valores de x del campo de definición de la 
ecuación, se elevan a una misma potencia natural n, obtenemos la 
ecuación (f (x))" = (g Lef equivalente a la dada. 

Si, p.ej., ambos miembros de la ecuación 2r — 1 = Vr —1 se 
elevan al cuadrado, obtenemos la ecuación (2z — 1? = (Y x —1) 
equivalente a la dada, ya que con todas las z del campo de definición 
de la ecuación dada (z > 1) los dos miembros de ésta no son nega- 
tivos. 

Pero, si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
z- 6 = yz, obtenemos la ecuación (z — 6)? = (Y 2), respecto de 
la cual no podemos afirmar que es equivalenle a la prefijada, ya que 


40204 
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con ciertos valores de z del campo de definición de la ecuación inicial 
(z > 0) su primor miembro toma valor negativo (p.ej., con z = 2 
tenemos: z— 6 = —4 < 0), en tanto que el segundo miembro 
siempre es no negaliva. En efecto, la ecuación (z — DI = (Y 2) se 
transforma a la forma z? — 13z + 36 = 0, de donde z, = 9, 1, = 
Pero z — 4 es raíz extraña para la ecuación inicia]. 

Indiquemos que en el teorema 3 sólo se habla acerca de una trans- 
formación: la elevación de ambos miembros de la ecuación a una 
misma potencia natural. La eliminación posterior del signo de radi- 
cación (si esto es posible) es una nueva transformación de la ecuación. 
La eliminación del signo de radicación puede conducir a la amplia- 
ción del campo de definición de la ecuación y, por consiguiente, a 
una ecuación no equivalente a la inicial, 

OBSERVACIONES: 1. El teorema 3 sólo es válido para las ecuaciones sobre el 
campo de números reales. 

2. Si n es un número impar, en la enunciación del teorema 3 es posiblo 
omitir la condición: f (z)*g (z) >0 para toda z del campo de definición de 
la ecuación. 


Al resolver ecuaciones también hay que emplear transformaciones 
no indicadas en los teoremas 1, 2 y 3, es decir, aquellas que pueden 
conducir a la aparición de raíces extrañas o bien, incluso a la pérdida 
de raíces. La causa de la aparición de raíces extrañas o de la pérdida 
de éstas pueden sor las transformaciones realizadas con ayuda de 
fórmulas que hacen variar el campo de definición de la ecuación. 
P.ej., tales son las fórmulas: 


Va V ¿=% (aoo. 


h 


log, (ey) = loga z--log, y. a "^ — b, 
z 
21g + 
igzrclgr—1, seni = e (gr or EL, ete. 
ig 


Eu todos los casus cuando las transformaciones realizadas cun- 
ducen a una ecuación que es su corolario, pero no hay seguridad de 
que estas ecuaciones son equivalentes, es necesaria la verificación 
de las soluciones halladas. Si ésta no se ha efectuado, la solución 
no puede considerarse, en tal caso, acabada. 

¿Cómo se verifican las soluciones halladas? Es posible indicar 
dos procedimientos principales: 1) poniendo cada una de las solucio- 
nes halladas en la ecuación inicial; 2) demostrando la equivalencia 
de las transformaciones realizadas de la ecuación en todas las etapas 
de la resolución. 


esemeLo + Resolvamos la ecuación V 2z +5= 8—yz—1. 
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SOLUCIÓN. Blevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado. 
Obtenemos: 21+5=(8—Yz—1)” y, a continuación, 19 Y 1—1= 
=58— z. 


De nuevo elevamos al cuadrado: 256 (r — 1) = ( 
más adelante, 


8 —2) y, 


z? — 372z + 3620 = 0, 
de donde z, = 10, Ze = 362. 

Si analizamos las transformaciones realizadas, podemos sólo 
afirmar que cada nueva ecuación fue el corolario de la anterior. (No 
hay seguridad en la equivalencia de las ecuaciones obtenidas durante 
la resolución.) Pero esto significa que en el proceso de resolución 


pudieron aparecer raíces extrañas, por lo que las raíces halladas han 
de ser verificadas. 


VERIFICACION. En nuestro caso las raíces halladas se pueden veri- 
ficar con facilidad poniéndolas en la ecuación inicial. Verifiquenios 
z,— 10. Tenemos: Y2z,4-5- y 2-103 5-5 y S-VYx— 1 
=8-V0i=5. 

Así, pues, con z = 10 los dos miembros de la ccuación inicial 


toman iguales valores numéricos, o sca, z = 10 es la raíz de la 
ecuación dada. 


Verifiquemos z,- 362. Tenemos: Y2z,-5 — y 2-362 5 = 27, 
en lauto que 8— Y z, —1— 8— V 362—1— — 11. 

Con z = 302 los miembros primero y segundo de la ecuación 
inicial toman diferentes valores numéricos, es decir, z <= 302 cs 
una raíz extraña. 

Así, pues, nuestra ecuación sólo tiene una raíz: r — 10, 

EJEMPLO 2. Resolvamos la ecuación [324 1—3 4- Y x — 1. 

SOLUGIÓN. Elevemos ambos miembros de la ecuación nl cuadrado: 


Be Lis DE Y 3—1) 


y, a continuación, 6 V z-— I 2z— 7. 
Una vez más realizamos la elevación al cuadrado: 30 (x — 1) = 
= (2x — 7Y y, después, 4z* — 64x + 85 = 0, de donde hallamos: 


16—3 119 
t= —y . 


184-3 y 19 
S-——* 
VERIFICACIÓN. Está claro, quela verificación de las raices halladas, 
poniéndolas en la ecuación inicial, está ligada con considerables 
dificultades de cálculo. Por ello, elegimos otro procedimiento de 
verificación. 
m 
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Ei campo de definición de la ecuación dada es el siguiente: 
z zd. En él la primera elevación al cuadrado es una transformación 
equivalente de la ecuación, La segunda elevación al cuadrado fue 
aplicada a la ecuación 6 Vz—1= 2z — 1. A esta ecuación pueden 
sólo satislacer tales valores de x que satisfagan a la desigual- 
dad 2r — 7220, o sea, z 223,5. lis fácil establecer que la 


16--3 V 19 
2 


desigualdad 223,5 es real, mieniras que la desigualdad 


EE e EE 348 í 
42 SE 223,9 es falsa. O sea, q E qs una raiz 


KEES, Ja única raíz de la ecuación dada. 


EJEMPLOS. llesolvamos la ecuación 
log (a? — Tr + 3) — log (2x +1) = log (1+ Tx — 3) — log (2z — 1). 
sonución. "'ransformemos la ecuación a la forma” 


extraña y t= 


A Q22,242—3 
lg ett A 
à. 3 A Tr— 
ya continmación, Zeil AA, de donde hallamos: 


2 

2-0, n=. 

ventricación Como cada una de las ecuaciones obtenidas en uua 

u otra etapa de la resolución sólo es el corolario de la anterior, 1o 

pudo tener lugar la pérdida de raíces, pero pudieron aparecer raícos 

extrañas, con la particularidad de que sólo a cuenta de la ampliación 

del campo de definición de la ecuación inicial. Por esta razón, en el 

presente caso, es posible efectuar la verificación con ayuda del campo 

de definición de la ecuación dada que se prefija con el siguienle 
sistema de desigualdades: 


z—1:4320 
2x.-120 
4 71—3>0 
21 —12 0. 


-i satisfacen la üliima igualdad del sistema 


y, por lo tanto, son raíces extrañas. Así, pues, la ecuación no 
tiene raíces. 


Ni z=0, ui z, 


$ 7. Equivalencia de ecuaciones 


EJERCICIOS 


Demuestren que las siguientes ecuaciones no tienen raíces: 
285. Vi 14 V 


Ve 
286. Lë 


144 Y z—84- Y 8—. 
287. log, (22—1) + logs (2?— 1) +log, (1 —25) — V3- 


jo (2+2) dog Ge S) y 
288. 2 T3 


289. V z—i-- Y 2=2= 
290. 24 
291. We yz:-Yrr2. 
292. glori oc 3) d 
299. Y zi -E V zii 


294. 114224 4=l0g, 2 
3 

¿Son equivalentes Jas siguientes ecuaciones? E 

GERGEN ENKER zt 44 VT Vz4yY 

296. ele V 7 y 2314 Y 1—7z- Y z4- Y d—2. 


" 
297, 334-20 y 2H o, 298. 24 l= 
20420432 Beth e 
mes Moog Y Beet äere, 
A E ai 
300. Hpt iti y Zeg 2x 43 — 822-2 — 1. 


301. Vz-p2e Y 244 y (1242 = (12741) 

302. (V z—2)? - (V2z --1)? y x —4 V z-EA- 224-2 V Zz- 1. 
303. 2 V z—1:3—2 (F+v3) y2Vi—iim2-2ysz. 
304. 2 Vz—123-—2z:--2y 1 y —1:1—2z. 


¿Son equivalentes las siguientes ecuaciones y conjuntos de ecuaciones ? 
(expliquen la respuesta): 


308. (z—4) (243) =0 y z—4—0; z--3—u. 
1 
300. (z—4) (rz) aros 
307. (z—4) (+ GEN y z—4 
308. C2 y z-p8—0 y Y z—2—-0; V2F3=0. 
309. V 2—zY 3-0 y y2—z—0; ViF3=0. 
310. (2—3) log (2—2)=0 y 2—3=0, log (2—2) —0. 
311. (2—2)1og (r—3)=0 y 2—2=0; log (2—3)=0, 


4B: [iie n (40) 


=0 y z*—2z—3—6; 241=0. 
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313. eet —0=0y zh 
25" a 0 


d Resuelvan las siguientes ecuaciones y efectúen la verificación. Si hay 
raíces extrañas expliquen la causa de su aparición. 


314. — 


315. 


316. 5, 


1T, ——T = um 
SCH zi—1 A at” 


318. 


319. 320. VD 


321. YIF34V 32=2=7. 322. Và 2-2 (1422 
323. V 2x3 i--Y x 2yz. 32. log (54—22) —3 log z. 
325. log (z—2)--log (z— —log 5. 
326. log V 5z —à-Flog Y z-F1—2-- log 0,18 

log (9: — og (27— 
en, EA em. PREISE os. 
329. logs (222 — 12-12) — 2. 
330. logs (2x? —4x--3) —2. 


$ 8. Ecuacioues racionales 


En el presente párrafo se estudian las ecuaciones del tipo P (2) = 
= 0, Pel = 0, donde P (z) y Q (z) son polinomios, así como las 
ecuaciones del tipo f (z) = g (z), donde f (z) y g (x) son expresiones 
racionales. 

Recordemos algunos conceptos de álgebra. 

1. Todo polinomio de grado n sobre un campo de números complejos 
tiene n raíces complejas. 

2. Si z = a es la raíz de polinomio P (x), P (z) se divide entre el 
binomio z— a sin resto. 

3. Sean números enteros todos los coeficientes del polinomio P (z) 
con la particularidad de que el mayor es igual a 1. Si semejante poli- 
nomio tiene como su raiz un número racional, éste es un número entero. 

4. Sean números enteros todos los coeficientes del polinomio P (x) = 
= az" + az"-t +... + an. Si la raíz del polinomio es el número 
entero b, éste es el divisor del término independiente a, (condición 
necesaria para la existencia de la raíz entera). 
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Señalemos que al resolver ecuaciones enteras racionales sólo se 
realizan transformaciones equivalentes, por esta razón las iron 
halladas no sə verifican; no hay necesidad de indicar esto en cada 
caso concroto. Pero, al resolver ecuaciones racionales fraccionarias, 
se efectúa la multiplicación de ambos miembros de la ecuación por 
una misma expresión (eliminación de denominadores), lo que puede 
conducir a la aparición de raíces extrañas. Por ello, al resolver ecua- 
ciones racionales fraccionarias es preciso ejecutar la verificación. 

Duranto la resolución de ecuaciones racionales los métodos prin- 
cipales son los siguientes: 1) descomposición en factores; 2) introduc- 
ción de nuevas variables (auxiliares). 


El método de descomposición en factores consiste en lo siguiente: 
sea 


1O =h Eh E) A el 


entonces cualquier solución de la ecuación 


f(x) =0 (1) 
es la solución del conjunto de ecuaciones 
fils) = fa) m0; .. fa (£) 0. (2) 


La afirmación inversa es incierta: no toda solución del conjunto de 
ecuaciones (2) es la solución de la ecuación (1). 
Así, p.ej, la ecuación 


3742 2 e 
EE © 

se reduce al conjunto de ecuaciones: 
ZE un £95 420, (4) 


Las soluciones del conjunto (4) son los valores: z,— 1, z,—2, 


z=0, q =-— + 


Pero, con z=1 no queda definida la expresión mur y con 


z1—1 
=0, la expresión EN 


Así, pues, los valores z = 1, z = 0 no son raíces de la ecuación 

"En general, al resolver la ecuación (1) segün el método de descom- 
posición en factores de las raíces halladas de las ecuaciones del 
conjunto (2) satisfacen la ecuación (1) aquellos, y sólo aquellos, 
valores de z que pertenecen al campo de definición de la ecuación 
(1). 


EJEMPLO t. Hesolvamos la ecuación z? + 2r? + 32 +6 — Q. 
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soLucióN. Descompongamos en factores el primer miembro de la 
ecuación. Tenemos: 2° (z +2) + 3 (z + 2)=0 y, más adelante 
(e + 2) (2° + 3) = 0. 

La última ecuación es equivalente al conjunto de ecuaciones: 


z+2=0; 24+3=0. 


Después de resolver este conjunto, obtenemos: z, = —2, Tan = 


= +t V3. Estas son Jas raíces de la ecuación dada. 

esumbro 2, Resolvamos la ecuación z* + 2? + 3z* + 2z + 2 = 
= 0, 

SOLUCIÓN Los intentos de realizar en el primer miembro de la 
ecuación una agrupación análoga a la hecha en el ejemplo 1 son 
infructuosos. Por ello, intentamos representar alguno de los térmi- 
nos de la ecuación en forma de la suma de varios sumandos de modo 
que la agrupación, quo permita obtener una descomposición «venta- 
josa» en factores, sea ejecutable. Hagamos 3z? = z* + 22, 

Entonces obtenemos: {zt + 23 + 2?) + (27? + ie 4-2) — 0 y, 
a continuación, z? (x? -+ x + 1) + 2 (a3? 4- z -- 1) = 0, (° +z -F 
H1) + 2) = 0. 

Nos queda por resolver el conjunto de ecuaciones: 2? + z +1 = 
=0 2342-0. 


z i iya D 

De este conjunto hallamos: z,,— — -5 "4 ; t= iy3. 
sust 3 Resolvamos la ecuación z? + 4z? — 24 = 0. 
SOLUCIÓN. Iutentemos hallar la raíz entera de la ecuación prcfijada. 

Con este fin, escribimos los divisores del término independiente: 


a= i; +2 +3; +4 +6, +12 +2. 


Después de esto, comenzamos las pruebas. En lugar de z ponga- 
mos en la ecuación dada el valor o = 1. Obtenemos: 1? + 4.4% — 
— 24 Æ 0. 

Do modo que z — 1 no es la raíz de la ecuación. Continuamos las 
pruebas: oz —1 : (—1} + 4-(—1)? — 24 + 0, a = 2 : 22 44-2 — 
— 24 =0. Así, pues, z, = 2 es la raíz de la ecuación. 

La ecuación dada es de tercer grado, lo que quiere decir que ella 
tieno dos raíces más. Hagamos uso de que el polinomio z? + 4z* — 
— 24 se divide entre z — 2 sin resto. Efectuemos dicha división 


Dn 2 
TI 2 26412 


—24 
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De este modo, z? + Az? — 24 = (x — 2) (x? + Ge + 12), debido 
a lo cual la ecuación toma la forma: 


(z — 2) (+ + Gx + 12) = 0. 

Esta ecuación es equivalente al conjunto de ecuaciones (una de 
las que, de hecho, ya se ha resuelto): z — 2 = 0; z* + Gr +12 = 0. 
De la segunda ecuación del conjunto hallamos: z,,, = —3 + i V3. 

Así, pues, la ecuación dada tiene las siguientes raíces: z, — 2. 
z, = —3 + i V3, z, = —3 — i V3. 

OBSERVACIÓN. La ecuación z? 4- 4z* — 24 = 0 puede resolverse de acuerdo 


con el método de descomposición en factores. Representando 4x? en [otia de 
la suma — 22? + Gei, obtenemos sucesivamento: 


y—2246-2%=0 
z? (—2) 4-6 (z — 2)(z -2) — 0, etc. 


EJEMPLO 4. Resolvamos la ecuación zf — 02? +8 = 0. 

SOLUCION. Apliquemos ol método do introducción de uua nueva 
variable. Hagamos y — z?. Entonces, la ecuación prelijada toma la 
forma: vi — 9y +- 8 = 0, de donde hallamos: y, = 1, y, = 8. A con- 
tinuación, el problema se reduce a resolver el conjunto de ecuaciones: 
=i =g. 

Resolvamos la primera ecuación. Tenemos: z?— 1 — y, después, 
y3 
«e 

De manera análoga, de la segunda ecuación del conjunto halla- 
mos: 


(z—1) (z?-Ez 4-1) -0, de donde z,—1; z,4— tz 


z,—22; tne A IR 
EJEMPLO $. Resolvamos la ecuación 
(2 + x + AY + Sz (4 2 1-4) + 152? Uu. 


SOLUCION. Hagamos y = z? -+ z -+ 4. Entonces la ecuación dada 
toma la forma: 


Y? + 8zy + 152? — 0. 
Resolvamos esta ecuación como cuadrática con relación a y: 
Das — Ae LH? 152%. 


De modo que y, = —3z, y, = —5x. Así, pues, el problema se reduce 
a la resolución del siguiente conjunto de ecuaciones: 


2 +r +h [= r; 2 +r+4=— ie 


De este conjunto hallamos: 2,,, = —2; £}. = —3 + p5- 
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EJEMPLO 5. Resolvemos la ecuación 21z? La 5z — 1 = 0. 

soLucióN Las ecuaciones en las que el primer miembro es un 
polinomio con coeficientes enteros y término independiente igual 
a 1 ó —1, se transforman con facilidad en ecuaciones reducidas me- 
diante la división término a término por x a la mayor potencia (os 
fácil ver que semejante división no conduce a la pérdida do raíces, 
ya que z = O no es raíz de la ecuación, donde el término independien- 

WE 3 ps 1 

ie es distinto de cero) y la posterior sustitución de q Po y. En 
nuestro ejemplo, obtenemos: 


214—510. 


zt e 


Haciendo i y, llegamos a la ecuación 21 + y — 5y? — y? =0 


y, a continuación, y? + 5y2 — y — 21 =0. Hallando, segün el 
método de pruebas como en el ejemplo 3, la raíz entera do la ecuación 
y, = —3 y dividiendo el polinomio y? + 5y* — y — 21 por y + 3, 
obtenemos el trinomio de segundo grado y? + 2y — 7 con las raíces 
de segundo grado y?+2y—7 con las raíces y= —1 +2y2. 


3 


membLo 7 llesolvamos la ecuación 4z? + 107? — 141 — 5 = 0. 

SOLUCIÓN Aquí vamos a emplear un procedimiento más para 
transformar una ecuación no reducida en reducida (el objetivo de 
tal transformación está claro: la ecuación reducida tiene como raíces 
racionales sólo números enteros y nosotros tenemos procedimientos 
para hallar raíces enteras). Multipliquemos ambos miembros de la 
ecuación inicial por un número tal que el coeficiente de z? sea el 
cubo de cierto número entero. En nuestro ejemplo, tal factor puede 
ser el número 2. Multipliquemos ambos miembros de la ecuación 
por 2: 


Puesto que DEE? SE E, 


$3? — 20z* + 28x — 10 = 0. 
Ahora, haciendo y = 2x, la ecuación toma la forma: 
y — 5y? + 14y —10 = 0. 


Como on los anteriores ejemplos, hallamos las raíces de la 
ecuación reducida: y =1, fuuss A LY 6. Siendo z— 4, los raíces 


de la ecuación inicial son las siguientes: z; ——7, 


$ 8. Ecuaciones racionales Eé 


EJEMPLO 8. Resolvamos la ecuación 
Ae — 223 + 4r? — 4r + 12 = 0. (5) 


SOLUCION. La ecuación dada tiene una interesanle peculiaridad; 
la razón entre su primer coeficiente y el término independiente y el 
cuadrado de la razón entre el segundo coeficiento y el penúltimo 
son iguales entre sí. Las ecuaciones con semejante peculiaridad reci- 
ben el nombre de recíprocas. En este ejemplo vamos a mostrar el 
procedimiento para resolver una ecuación recíproca de cuarto grado. 

Dividamos ambos miembros de la ecuación por z? (esto no con- 
duce a la pérdida de raíces, ya que el valor de z = Q no es raíz de 
la ecuación dada). Obtenemos: 


Z 4 2 
38 ei ED 
y, 4 continuación, 


3 (2-4 2 (z+) +4=0. (6) 


Hagamos a+ 3. oy, entonces (z-)-v y, por lo tanto, 
Py oa. Sustituyendo en la ecuación (6) apt por y y 
eh por y^—4, obtenemos: 3(y^—4)—2y--4—0, de dondo 


A 
Yy=2 y==>3 


3 
Ahora el problema se reduce a resolver el conjunto de ecuaciones: 
$ d 2 

s+ = zq4— 3- 


De este conjunto hallamos: zs lh z54,— -$ 


Estas son las raíces de la ecuación (5). 


2 
t7) Brempro 9, Resolvamos la ecuación PY 


SOLUCION. El primer miembro es una suma de cuadrados. Esto 
lleva a la idea de añadir a ambos miembros de la ecuación una ex- 
presión tal, con la que el primer miembro se convierta en el cuadrado 
perfecto de la suma. Así, pues, adicionando a ambos miembros de la 


de ES 3: 
ecuación la expresión —2z zi» obtenemos: 


` (75) -U- 9 
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y, a continuación, 
a 


ay? E 
(+) +0 y 7 
Ahora, haguntos == Entonces la ecuación toma la forma: 


y + by — 27 = O y, de aquí, y, = —9, y. = 3. 
El problema se lia reducido a la resolución del conjunto de ecua- 
ciones 


e E 
T3 SH pg 3 
De la primera ecuación hallamos 2,4 ++ GE, de la 
2 3 
segunda, Gau ¿aye “odos los valores hallados satisfacen 


la condición 4340 y, por consiguiente, son las raíces de Ja 
ecuación inicial 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguientes ecuaciones según el método de descomposición en 
factores: 
331. z$--i=0. 332 2*—0420. 333. 21-16 —0. 
335. äis Äre 336. a9 — zip 6=0. 
331. z + 9x2 + 232 + 19 = 0. 
338. (z — 10 + 2r + 3? — 210 +8 
339. Zen — 21:3 + 743? — 1052 + 50 = 0. 
340. at 50 + 41? — 267 — 24 = 0. 
34. RES -p 4p — a? F 4-0. 
342. 25 + 4s — 61 — 24:3 — 27z — 108 = 0. 
343. (x - D G^ - 2 + 6-2 68 0 — a 
344. 3 (+=) (+2) =0 

E z E . 

ae 042042002 

A A rr 
345. 698-212) 35. 

An 272242 _ 24 
e E 
347. Zen — P 533 r 43 — 0. 

348. 23* — Ax! + 1322 — Oz + 15 = 0. 

Itesuel van las siguientes ecuaciones según el método de introducción de una 
variable auxiliar: 
349. z* — 15z* — 16 = 0. 
350. (32 — 54 + T? — iz — 2) (z — 3) = 
351. (2 — 2z — 5} — 2 (0 — 2z — 3) — 
qi PEL 2. 83 pai” 
x Ri C “TF ER g 
ES ECH 
B-—z:-à C 


0; 


8 9. Ecuaciones de una variable bajo el signo do módulo oi 


" M EE: 
EC E 3-3:y$t 


356. z?— zr? — =2. 


Pr pum] 


358. (z — 1) z (z + 1) ( 


Resuelvan las ecuaciones: 
3. 1022 — 31? — 2z + 1 — 0. 364. 4r — 3z — 
365. 38% -+ Tz? — 82 — 1 366. 4% + 6z* + 4 


368. 10047 — 1202* + 472 — 6 = 
369. 62! — 132? -+ 9z — 2 = 0. 370. 42 + 61? + 57 + 09 
971. 322 — 23? + z — 10 = 0. 372. 3223 — 24r? — 127 — 
313; 4a? + 22 — 8z + 3 = 0. 
P 7 1 1 
sn. 2 (5-3) (2 )4 


315. 4g 224-2. A rar, 


Er 


zt, 48 Ex d 
310. streta, 377. A + = 
378, ai Zi 23 — 2r 4 1 = D 

379. zi p 23 + at + Sz + 25 
380. z* + 207 — Ta? + áz + 4 
381. (pel + 82? — 733 +22 4-1 — 0. 


sao. wun SR 
ae, 383. ==. 


$ 9. Ecuaciones que contienen una variable bajo el 
signo de módulo 


Al resolver ecuaciones que contienen una variable bajo el signo 
de módulo se utilizan con la mayor frecuencia los siguientes méto- 
dos: 1) supresión del módulo por definición; 2) elevación de ambos 
miembros de la ecuación al cuadrado; 3) método de partición en 
intervalos. 

EJEMPLO |. Resolvamos la ecuación 


|2x—3]|=5. (1) 
SOLUCIÓN. 1-er procedimiento. Como por definición 


f(z) si $(2)>0, 


ife hel id si f(2) «0, 


62 Primera parte. Algebra. Capitulo 11 


la ecuación (1) es equivalente al siguiente conjunto de dos sistemas 
mixtos: 

22—920 21-3<0 

22-3=5' i—(2:—3)-5.. 


Del primer sistema de este conjunto hallamos z, — 4, del segun- 
do, 1, = —1. 

2-do procedimiento. Como ambos miembros de la ecuación (1) 
no son negativos, ella es equivalente a la siguiente: | 2z — 3p- 
= 25. Pero, |f (z) D = (f (x))*. Por ello, la ecuación (1) es equiva- 
lente a la ecuación (2z — 3)? — 25, de donde obtenemos: z, — 4, 
z, = —1. 

EjeMPLO 2. Resolvamos la ecuación 


[22-3]|=x2+1. (2) 


soLución Como la anterior, esta ecuación puede ser resuelta de 
dos procedimientos. Al resolverla según el primer procedimiento ob- 
tendremos el siguiente conjunto de sistemas mixtos, equivalentes a la 
ecuación (2). 
22—32z:0 ( 21-3<0 
21—3=2p1' l—(2z—3)9 z--1, 
de donde hallamos Zus 4, a. 


Al resolver la ecuación de acuerdo con el segundo procedimiento, 
hay que tener on cuenta que la expresión z + 1 en el segundo miem- 
bro de (2), según el sentido de la ecuación, debo ser positiva: z +1> 
>0. Dobido a esta condición la elevación al cuadrado de ambos 
miembros de la ecuación conducirá a otra ecuación equivalente a la 
inicial. O soa, la ecuación (2) es equivalente al sistema mixto: 

+ 1>0 
(2x —3y = (2+1), 
e 2 
que, al resolverlo, uos proporciona x= 4, d. 
rjEMPLO 3. Resolvamos la ecuación 


EECHER gä [2 


soLUctoN Es fácil cerciorarse de que el procedimiento «elevación 
al cuadrado» (segundo procedimiento) es aquí el más conveniente. 
En efecto, al aplicar dicho procedimiento, obtenemos una ecuación 
equivalente a la (3): 
H 


(21—3)=i2 471, de donde z,—10, r,= — 7. 


§ 9. Ecuaciones de una variable bajo el signo de modulo 63 


EJEMPLO i. Resolvamos la ecuación 
[3=x]—|24+2]|=5. (4) 

SOLUCION. En este caso es preferible el método de «partición en 
intervalos» (tercer procedimiento). 

Marquemos en la recta numérica el valor de z con el que 3 — « 
= () y el valor de z con el que z + 2 — 0. Con ello, la recta nunx 
ca se dividirá en los intervalos ]—co; —2[, [—2; 3], 13; col. Resolva- 
mos la ecuación (4) en cada uno de los indicados intervalos, es decir, 
el conjunto de sistemas mixtos, equivalente a (4): 

(q ée p . PIN. 

B3r+pip2=0" 13—z—z—2-—5' —34+1—x—2=5, 


o bien 


$-5 ' i 
La solución del primer sistema de este conjunto es el rayo 
]—co; —2[, del segundo sistema hallamos que z = —2, y el tercero, 
no tiene solución. Unificando las soluciones de estos tres sistemas 
obtenemos la solución de la ecuación (4): Le: —2]. 
EJEMPLO 5.  Resolvamos la ecuación 


Iz—214|z—11(22z—3. (5) 


SOLUCION. La ecuación (5) es muy parecida a la resueltaz en? el 
anterior ejeraplo, es decir, a primera vista puede parecer que su más 
conveniente resolución se llevaría a cabo según el método de «parti- 
ción en intervalos». Pero, de la ecuación (5) está claro que z — 3 > 
> 0, o sea, z > 3 y, entonces, asimismo, z — 2 > 0 y 1 — 1 0. 
Así, pues, la ecuación (5) es equivalente al sistema mixto 

$—24z2—1—-2z2—3 " rn 
[x que os equivalonte a s " 
tiene soluciones. 
De modo que la ecuación no tiene raíces. 


a Y KS ES 
—525. 


Zëss sl 


que no 


EJERCICIOS 


Resuelvan las ecuaciones: 
384, | z | +z = 0. 385. (z — í) (121 — 1) 5 — 0,5 
4Az—8 7-4 13:—5| 
380. ren Ge. Em j 
/388. 7 — 4r — | ár — 7|. 389. 
380. | z? — 3z + 3 | = 2. 39t. 
902. |2 +z —1 j= 2x — 1. 393. 


394, 2 |z? + 22 — 5 | = z — 4.7395. :2-E3|]z | -2—0 
996. fz + i} —2[24+1]+1=0.:307, H hrema l I 


E 
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l4=x|= 


1 - à. 
KOMESCH dE ec 
1z—4 


40 Ta (212 44] E B] 2] m D: 
2 —21=1%+21. 


[i 


399. 1 z-- £1 1221 — 2. 
1. a —2 
! 


z |. 
e) 


ENEE 
¿|2—9/+12—4/=5. 


$ 10. Sistemas de ecuaciones racionales 


1. Nociones fundamentales. Varias ecuaciones con dos varia- 
bles z, y forman un sistema si se plautea el problema de la búsqueda 
de todos aquellos pares (x; y) que satisfacen cada una de las ecuacio- 
nes dadas. Cada uno de dichos pares llova el nombre de solución 
del sistema. Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar todas 
sus soluciones. En particular, el conjunto do soluciones de un sistema 
puede ser vacío y, entonces, se dice que el sistema no tiene soluciones 
o quo es un sislema incompatible. 

Varios sistemas de ecuaciones con dos variables z, y forman un 
conjunto de sistemas si se plantea el problema de buscar todos los 
pares Le, y), cada uno de los cuales satisfaga, por lo menos, uno de 
los sistemas dados. Cada uno de tales pares se denomina solución 
del conjunto de sistemas. 

El proceso de resolución de los sistemas de ecuaciones consiste, 
por regla, en el paso sucesivo, mediante ciertas transformaciones, del 
sistema dado a otro más «cómodo»; a continuación, a otro aün más 
«cómodo», etc. Si como resultado de ciertas transformaciones del 
Sistema 


fa, Y) = &( y) 
fa (£; y) = & (2, y) Di 


Li, UJ) — En (% y) 
pasamos al sistema 


Lis, y =8 (2 y) (2) 


fa (z- y) = gn (2 y) 
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y, si con ello, cada solución del sistema (1) es, simultáneamente, la 
solución del sistema (2), éste recibe el nombre de corolario del sistema 
(1). El corolario de un sistema de ecuaciones puede ser también una 
sola ecuación. Dei, la ecuación 3z — 2y = 3 es el corolario del 
sistema 


2r+y=5 
- m 


(como la suma de las ecuaciones del sistema). En general, el corola- 
rio de un sistema de ecuaciones puede ser otro sisterna con un nümero 


de ecuaciones tanto menor como mayor. Así, el sistema 


214+y=5 
es el corolario del sistema | Ed 
z—3y- —2. 
21+y=5 
A su vez, el sistema | dis m 
z—3y= -2 
21+y=5 
es el corolario del sistema 4z—3y— —2 
3z—2y — 3. 


Dos sistemas de ecuaciones reciben el nombre de equivalentes 
si los conjuntos de sus soluciones coinciden. Está claro, que dos 
sistemas son equivalentes si, y sólo si, el segundo es el corolario del 
primero y el primero, del segundo. En particular, de aquí se des- 
prende que sí en un sistema de ecuaciones se adiciona una ecuación 
más, corolario del sistema dado, el nuovo sistema es equivalente 
al inicial. Si omitimos cierta ecuación del sistema, la restante 
ecuación (o bien sistema de ecuaciones) será corolario del sistema 
inicial. Si en el planteamiento no se lia prefijado sobre qué conjuulo 
ha de resolverse el sistema de ecuaciones racionales, se supone que 
es necesario resolverlo sobre un conjunto de nümeros complejos. 

Aducimos dos teoremas que se utilizan durante la resolución de 
sistemas de ecuaciones. 

TEOREMA 1. Si la ecuación f, (x, y) = & (z, y) es equivalente (es 
el corolario) a la ecuación f, (x, y) = g, (x, y), mientras que la ecuación 
Ía (2, y) = ga (x, y) es equivalente (es el corolario) de la ecuación 
Ía (2, y) = 8, (2, y), los sistemas 


Äis, y &(z, y) fi (a y=8g (a y) 
him nent y) * Iris, gei, 0) 


son equivalentes (el segundo sistema es el corolario del primero) 
50204 
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weorema 2 S: la ecuación f (x. y) = g (x, y) es el corolario de las 
ecuaciones f, (x, y) = £1 (Œ, V) y fa (x. y) = 82 Lex y), el sistema 


fala, y) — 8 (2, y) 


Er y) =g (e, y) 
Í (z, y) =g (2, v) 


Ja gm p C [ 


es el corolario del sistema 


Lt, y) =8,(x, y) 
Lara y) G. y), à 


Is, y)-nG. y) 
en tanto que el sistema f(x, y) =82(%, y) es equivalente al sis- 
fé, y)-g( v) 
tema (3). 
En particular, corolarios del sistema (3) serán tales sistemas: 


n Qs y) =8 (2, y) à 
It, y) ze falt, y) n (T, y) E es ns y), 

Lo en y) 5 
ha yla y) g (T, etr. v» de 
fia y) =g (2, y) (6) 


Uta Y = Gi Qs yy. 

Si no hay tales pares (z, y), con los que ambas ecuaciones 

falo, y) y Ex(z, y) se reducen simultáneamente n coro, la ecuación 
1 


1 i ió E zs 
a e es See ala ecuación fs Gù D»-& (z, y). 
Entonces al sistema (3) será equivalente el siguiente sistema: 


Liz, y) =g, y) 
lus rad a 
Lis, v) — gi t 
A su vez, su corolario es el sistema: 


d (2, y)= nn y) 


fí i. gi 


1 ; 1 
IS DA 


Así, pues, llegamos a la siguiente conclusión: s no existen tales 
pares (x, y), con los que ambas expresiones f, (1, y) Y Ba (2, y) se reducen 
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simultáneamente a cero, el sistema 


Liz, pl, y 
hi niu» D) 
Lian nie» 

es el corolario del sistema (3). 

Si al resolver el sistema lo hemos transformado en im sistema, 
que es corolario del inicial, las soluciones halladas del nuevo sistema 
obligatoriamente deben ser verificadas (p.ej., poniendo en el sistema 
inicial los valores obtenidos de las variables). A continuación, serán 
útiles las siguientes afirmaciones: 

1. El sistema (4) es equivalente al (3). 

2. Si no existen tales pares (z, y), con los que ambos miembros 
de la ecuación f, (x, y) = g, (x, y) se anulan simultáneamente, el 
sistema (5) es equivalente al (3). 

3. El sistema (6) es equivalente al (3) sobre un campo de números 
reales si para Loda z, y del campo de definición del sistema (3) se 
cumple la desigualdad f, (z, y):ga (2, y) > 0. 

4. Si no existen Lales pares (x, y), con los que simultáneamente 
se reducen a cero ambos miembros de la segunda ecuación del sistema 
(3), el sistema (7) es equivalente al (3). 

Indiquemos un resultado más que se desprende de los teoremas 
1y2 

TEOREMA 3. Si el conjunto de ecuaciones 


Ín (z, Y) 
falo y) 


Bale, y) 
Eas (2, y) 


L foa G6 Y) = a (2, y) 
es equivalente a la ecuación f, (z, y) = g, (2, y) o bien es su corolario, 
el conjunto de sistemas 


h(z, yy 8 y) 
Je (x. Hrs ga (2, y) 
ha, =g (z y) 
Ja Lë, y) 9 ss (2, y) 


Fan (2, Y) = Eon tee Y) 


es equivalente al sistema (3) (o bien es su corolario) 
D 


68 Primera parle. Algebra. Capítulo L 


En particular, el corolario del sistema 
ib Go) n y) 
Lake, U) faa Gs Y) -orfon (2, lc 
es el conjunto de sislemas: 


E G -a6 y) 


fa (n y)=0 ` 
e y-acy). .o [hee D =g 9 
fa D, Ms H "TT Ua Gs 9-0. 
EJEMPLO 1 Hesolvamos el sistema 
[xy—6 = E 
{ a (8) 
zy-F24— Y 


sobre un conjunto de nümeros real 
SOLUCION Multiplicando entre sí las ecuaciones del sistema (8), 


obtenemos el sistema: 
1y—6= £ 
(9) 


(zy + 24) (zy — 6) — 


que es el corolario del inicial. Cun ayuda de sencillas transformaciones 
la segunda ecuación del sistema (9) se reduce a la ecuación xy = 8, 
es decir, al corolario de la segunda ecuación dol sistema (9). Enton- 
ces, tomando eu consideración el teorema 1, el sistema 


2 
fg = (10) 
xy =8 


será el corulario¡del sistema (9). Sustraigamos ahora la primera ecua- 
ción del sistema (10) de la segunda. Obtenemos el sistema: 


zy—8 
ja 
d 


y, a continuación, 


zy-8 
ES WW 


A consecuencia del leorema 2, el sistema (11) es el corolario del 


(10). 
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Después de multiplicar entre sí las ecuaciones del sistema (11), 
obtenemos el sistema 

1y=8 

jn (2 


y=16, 


que es el corolario del sistema (11). De la segunda ecuación del siste- 
ma (12) hallamos y, = 2, y, = —2 (nos limitamos a las raices reales) 
y de la primera ecuación z, = 4, z, = —4, respeclivamenle. 
Así, pues, el sistema (12) tiene las siguienles soluciones: (4; 2) 
—4, —2). 
Y eie Como el sistema (12) es, en fin de cuentas, el coro- 
lario del (8), las soluciones halladas del sistema han de verificarse, 
lo que puede realizarse poniendo las soluciones obtenidas del sistema 
(12) en el (8). Esta verificación muestra que ambas soluciones del 
Sistema (12) lo son también del (8). Así, pues, las soluciones del 
sistema (8): (4; 2), (—4; —2). 


zy--xz— —4 
EJEMPLO 2. Resolvamos el sistema 4 yz-l-yz —- —1 
214 zy —9. 


SOLUCION. Sumando las tres ecuaciones del sistema obtenemos 
zy + az -- yz = —7. Uniendo esta ecuación a las ecuaciones del 
sistema prefijado, obtenemos un sislema equivalente al dado según 
el teorema 2: 


zyd-zi4-yz2 — 7 


zy 4+ Iz= —4 
eiis 
zz-zy- —9. 


Sustituyamos la segunda ecuación de este sistema por la diferen- 
cia de las dos primeras, la tercera ecuación, por la diferencia de la 
primera y la tercera, y la cuarta, por la diferencia de la primera y la 
cuarta y, además, omitimos la primera ecuación. Oltenemos el 
sistema: 


yz —3 
rz= —6 
zy-2 


que, en virtud del teorema 2 y la afirmación 1, es equivalente al 
dado. Multiplicando entre sí las tres ecuaciones, hallamos: (xyz)? = 
= 36. Añadiendo ésta a las ecuaciones del anterior sistema, llegamos 
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(2yz)? = 30 


—6 
zy=2 


(aquí se utiliza de nuevo el teorema 2), al que, a su vez, en virtud 
del teorema 3, es equivalente el conjunto de sistemas: 


1yz=8 
y=-=3. 
a=—6' 
xy =2 


JMesolvaimos el primer sistema de este conjunto. Dividiendo sucesiva- 
mente la primera ecuación del sistema entre Ja segunda, tercera, 
cuarta, obtenemos: x = —2, y = 

De modo análogo, del segundo sistema, hallamos: z = 2, y == 1, 
Z = —y 
De forma que el conjunto de sistemas, igual que el sistema inicial 
equivalente a él, tiene las siguientes soluciones: (—2; —41; 3), 
(2; 1; —3), 

2. Métodos fundamentales para resolver sistemas. Detengámonos 
en tres métodos fundamentalos para resolver sistemas de ecuaciones: 
1) transformación lincal del sistema (o bien suma algebraica); 2) sus- 
titución; 3) cambio de variables. El método de la transformación 
lineal del sistema se basa en el siguiente teorema. 


TEOREMA 4 Si an |; juo. los sistemas 


b, bz 
WE adis Abee, y= 
Lis y)=0 Y Wife v) Hbl y=0 


son equivalentes 
En particular, s1 a = 1, a; = 0, bh = 
el sistema 


, b, = +l, oblenemos 


f (x=, y)=0 
Lis, y dfe (ns zz 


que de acuerdo con la afirmación 1, es equivalente al inicial. 

Este leorema se divulga al caso cuando el número de ecuaciones 
es mayor que dos. Dei, para Lres ecuaciones con tres incógnitas 
tiene lugar el siguiente Leotema. 
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a 0, 03 
b, b, b,| 550, los sistemas 
eig dy 


[ie y, 2=0 brc tah =0 


TEOREMA 4. Si å = 


Lis, y 23=0 y bb +bsf,=0 
Jet, y 23=0 eo ef + cafa 0 
son equivalentes, 
El mélodo de sustitución se basa en el siguiente teorema. 
TEOREMA 5. Los sistemas de ecuaciones 
z= F (y) mta 
Ho y) £5 y) £O (y), y) =g Im, Y) 
son equivalentes. 
P.ej., serán equivalentes los siguientes sistemas: 


ew de rn 
otmen Bet Y dQy—syagj2:y—5) Hy. 
COROLARIO, Si la ecuación q (x, y) = O es equivalente a la ecuación 
z = F (y) (o a la ecuación y = F (x), el sistema 
qhe, y)=0 
TG. y) =g (e, y) 
x= E (y) 


es equivalente al sistema ( A 
PUR THE FE). y) (E (o), Y 


y=F(x) 

Fm Fr) =g(x, F(2). 
Dei, el sistema de ecuaciones 

y +42=2 (1—5) 
ien 


o bien al sistema 


es equivalente al siguienle sislema: 


EET S (p4 10) 4i. 


Para un sislema de tres ecuaciones con Lres variables el curees- 
pondiente teorema se enuncia del modo siguiente. 
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TEOREMA s'. EI sistema de ecuaciones 


LA y =8 (2 y, 2) 
fal, y. 2) gam, y, 2) 
2=F(z, y) 


es equivalente al siguiente sistema: 


hilo y, Tío y) =29 (0 y F(z, y) 
Lio y, Fla y) =8, (n y, Plz, y) 
zz E (z, y). 


El método de cambio de variable consiste en lo siguiente. 


| 


Si 
Ps, y) fiir (2 A, qu (m y) y 
Fis, y) fam Go a, «a Gs y), 


el sistema 
a (z, y)=0 


F, (z, y)=0, 
mediante las nuevas variables q, (x, y) = u, qa (x, y) — v puede ser 
escrilo en la fori | EE 
cerito oria 
hlu, v) =0 


Sean (uj; v), (tz; Va), .. ., (Uni Va) las soluciones del último 
sistema. Entonces, el problema se reduce a la solución del siguiente 
conjunto de sistemas: 

$i you f ml, Alzin, ( Pi (T, Y) = Un 
Pa (7, y) =01 Pa (z, y) - v; "Letz, y) vs 


Las soluciones de este conjunto serán, simulláneamente, las 
del sistema 


| F, (z, y) -0 
F,(z, y) — 0. 
Consideremos algunos ejemplos de empleo de estos métodos al 
resolver sistemas de ecuaciones. 
z= 1324 áy 
y*— 424 13y. 


SOLUCIÓN. Sustraigamos la segunda ecuación de la primera. Enton- 
ces, según el teorema 4, el sistema 


2—y= (1374 4y) — (424 139) 
y= ár + 13y 


EJENPLO 3. Resolvamos el sistema | 
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es equivalente al inicial. Analicemos la primera ecuacion iel sistema 
obtenido. Tenemos CG — y) (2 + y) = 9 (z — y) y, a continuación, 
(x — 9) (+ y —9) — 0. 

Como resultado, llegamos al siguiente sistema que, según el 
teorema 1, es equivalente al inicial: 


l (z— y) (z+y—9)=0 
y= árt 13y. 


De acuerdo con el teorema 3 este sistema es equivalente al siguien- 
te conjunto de sistemas: 


ga à | z+y—9=0 
y= 4z4- 19y" e 4x4 13y. 
Resolvamos cada uno de estos sistemas con el método de sustitu- 


ción. El primer sistema se transforma a la forma o " 
Ay + 139, 
21=0 | £z, =17 
y=0” (y, —17. 
El segundo sistema del conjunto se transforma a la forma 
| z-9—y 
yz 4 (9— y) + 13y. 

De la ecuación y? = 4 (9 — y) + 13y hallamos: y, == 12, y, = 
= —3À y, a continuación, de la relación z = Y — y obtenemos à = 
—3, z, = 12 
En total, hemos hallado cuatro soluciones: (0, 0), (17, 17), 
(3; 12), (12; —3). 

VERIFICACIÓN. Como durante la resolución del sistema prefijado 
se han realizado sólo transformaciones equivalentes, las soluciones 
obtenidas son, aisimismo, las del sistema inicial. 

EJEMPLO & Hesolvamos el sistema de ecuaciones 


zT y+2=2 
2r+3y+2z=1 
a+ (4-2 (2—1) — 9. 


SOLUCIÓN. Adoplemos el método de sustitución. Tenemos; 


de donde hallamos: | 


1=2—y—2 
2(2y—2)-+3y+2=1 
(Q—y—2D2+(y42)4 (2—1)=09 
z-2—y—z 
y, seguidamente, 4 y—22 —3 
yi zh yi 32 0. 
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A su vez, las dos últimas ecuaciones del sistema obtenido forman 
un sistema de dos ecuaciones con dos variables. Resolvamos este 
sistema según el método de sustitución. Tenemos: 


es decir, 
yl 


De la última ecuación hallamos: a = 1, z, = 3. Do Ja ecuación 
y =z — 3 obtenemos: y, = —2, y, = 0, respectivamente, y de la 
ecuación z = 2— y — z, hallamos z, — 3, z, = —1. 

Así, pues, hemos obtenido las siguientes soluciones: (3; —2; 1), 


(—1: 0; 3) 


zy+?=2 
EiEMPLO s Resolvamos el sistema de ecuaciones 4 yz+ r? = 2 
224 y= 2. 


SOLUCION Sustituyamos la primera ecuación del problema por 
la diferencia de la primera y segunda ecuaciones, la segunda, por la 
diferencia de la segunda y tercera y no tocamos la tercera. Obtenemus 
el sistema: 


ay—yi+2—2a=0 
ya—224 12 y=0 
my 2, 
(2—2) (¿+2)—y (2-2) =0 
es decir, el sistema < (z—y) (z4- y) —2(z— y) =0 
zi y= 2 


que, en virtud del teorema 4, es equivalente al inicial. Después, 
tenemos: 


(z—a) (+ z—y) =0 
(z—y) (zc 9—2 70 
a+ y=2, 


De acuerdo con el teorema 3, a este sistema es equivalente el 
siguiente conjunto de sistemas: 


z—z=0 z—r=0 241—y=0 [erue 


Mc, z+y—z=0; r—y-0 ; zd4y—i-0 
zz y= 3 124 y= zz+ y =2 om 
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Resolvamos los sistemas de este conjunto con el método de susti- 
tución. Del primer sistema hallamos: (1; 1; 1), (—1; —1; —1); 
del segundo: (V2; 0; 2), (—V2;0; — 
del tercero: (V2; 2; 0), (—V 2, —Y 2,0); 
del cuarto: (0; V2; Y 2), (0; — V2: — y 2) 
VERIFICACION. En el proceso de la resolución todas las transforma- 


ciones fueron equivalentes, por lo que las ocho soluciones halladas 
son, asimismo, las del sistema dado de ecuaciones. 


3. Sistemas homogéneos. Un sistema de dos ecuaciones con dos 
variablos del tipo 


E E A E gett c 
bot” + bz" My + Dux y Lese bs zy" E bay" =d 


recibe el nombre de homogéneo (los primeros mienibios ie ambas 
ecuaciones son polinomios homogéneos de grado n de dos variables). 
Los sistemas de este Lipo se resuelven mediante la combinación de 
Kg métodos: transformación lineal e introducción de nuevas varin- 
bles, 


EJEMPLO 6. Hallemos las raíces reales del sistema: 


( 314 xy—2y4=0 
Ze Ant y= — 1. 


SOLUCION. La primera ecuación es homogénea (recordemos que 
así se denominan las ecuaciones del tipo f (x, y) = 0, donde f (x, y) 
es un polinomio homogéneo). Notemos que al hacer y — 0, de la 
ecuación 32? 4- zy — 2y? = 0 hallamos x 2:0. Pero el par (0, 0) 
no satisface la segunda ecuación del sistema por lo que y = Ü y, por 
lo tanto, ambos miembros de la ecuación homogenea Ji + xy — 
— 2y! =0 se pueden dividir por y? (lo que no acarrea la pérdida 
de raíces). 


SER a Den Gute, steif 
Obtenemos: wtr r r y, a continuación, 36) + 
+5-2=0, de donde hallamos que $= —4 0 bien T EECH 


e 2 
z= —y o bien =F 


Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto ile sistemas 
de ecuaciones: 


2 
t= —y 3 i BA 
Zi Aen + y= —1' | 2:22 —3zy +y= —1 
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El primero de estos sistemas no es compatible y el segundo tiene 
dos raíces: (2; 3), (—2; —3). Estas serán Jas raíces del sistema dado. 
322— 8xy + 4y?=0 
5a2— 7zy Du H. 

soLUcióN Ante todo hemos de señalar que en nuestro caso el 
par (0; 0) satisface el sistema. Sea, más adelante, y «^ 0. Dividiendo 
por y? ambos miembros de cada una de las ecuaciones homogéneas 
de segundo grado, que forman el sistema prefijado, obtenemos 


EI s) euo 


EJEMPLO 7. Resolvamos el sistema l 


y 
EUR fia 
HE ME —6=0, 
Le Zä 
de donde hallamos Y : 
Et La 
y ug ge 


Es decir, $-2 
Haciendo y = l, entonces A = 24. Señalemos que con t= 0 y 
z = 0, tambien y = 0. Así, pues, las raíces del sistema dado es un 
par de la forma (25 t), donde 4 € Jt. 
gsempLo 8 Resolvamos cl sistema de ecuaciones 
322— 2zy = 160 
| d a3) 
a2— 3zy— 2y? — 0. 
soLvcioN Multipliquemos ambos miembros de la segunda ecuación 
por 20 y sustraigamos la ecuación obtenida de la primera ecuación 
del sistema: 


Ae 


Hemos obtenido el siguiente sistema equivalente al (13): 
Au 2zy == 100 
ges (14) 
1722 — 581y— 40y?=0. 
Examinemos la ecuación homogénca 
1722 — Bänn — 40y? = 0. (15) 


Si y =0, de esta ecuación hallamos x = 0. Pero el par (0; 0) 
no satisiace el sistema inicial. Es decir, y ++ 0 y, por esta razón, di- 
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vidiendo ambos miembros de la ecuación (15) por y? obtenemos una 
ecuación equivalente a ella: 


DEI m 
17 (5)^—58 (2) —40- 0. 
Hagamos ue y llegaremos a la ecuación cuadrática 


17u? —58u — 40 —0, 


|] , "T m x 
cuyas raíces u= 4, Ha == E. Esto significa que la ecuación (15) 
D t i 10 
es equivalente al conjunto de ecuaciones: Š —4; Zeg Y, 


correspondientemente, el sistema (14) es equivalente al conjunto 
de sistemas: 


£ r 1^ 
ER ER 
pom ¡EA 


Aplicando a cada uno de estos sistemas el método de sustitución, 
So P 7 

hallamos las siguientes raíces: (8; 2); (—8; — 2), (s; -4) " 

17 

(55 

Como al resolver el sistema dado sólo se realizaron translorma- 

ciones equivalentes, lus raíces halladas son también las del sistema 
inicial. 

EJEMPLO 9. Mallemos las raíces reales del sistema 

| tu) 
Dyp lay + 2. 


SOLUCION. Realicemos la suma algebraica de las ecuaciones del 
sistema (16): 


(16) 


mpi [2 
zig 2zy* +y? 
2233 — zy — 2zy* 4y 


1 


Obtenemos el sistema: 
2r — y —21y + y=0 
Pet, 


equivalente al inicial. 
Analicemos la ecuación 22? + zy — 2zy* + y? = 0. 


(17) 
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Como en el anterior ejemplo, aquí sería posible dividir ambos 
miembros por y?. Pero, en este caso es más fácil de descomponer el 
primer miembro en factores: 


Y (2r — y) — P? Pr — y) = 0 
y, seguidamente, 
Loy nuty =O. 
Es decir, el sistema (17) es equivalente al siguiente conjunto: 
2z—y —0. z—y=0 | EE EEN 
dp lety lé+y=1 
Empleaudo el método de sustilución respecto a cada uno de 


estos sistemas hallamos las siguientes raíces del sistema (10): 
E = 


[2 EOM xA 
3 ) 
Pipo i0 [lallemos las raíces reales del sistema de ecuaciones: 
EE ry yt — 91 
gh— zy p=]. 
SOLUCION Este sistema uo es homogéneo, pero puede ser reducido 
a él. Para ello es suficiente elevar al cuadrado ambos miembros de 


la segunda. ecuación. 
Oblenemos el sistema: 


1 riu yi= 91 
(Pay +y)?= 49 
que es el corolario del inicial. Después, tenemos: 


(18) 


zip ryt yt = 
T aty*-p yt Zeit ayta 2xy*= 49. 
SustiLuyamos la segunda ecuación de este sistema por la diferen- 
cia de la primera y segunda ecuaciones: 
zi y yt 91 


15 
zy— ryt + ry = 21. EN 


Para resolver este sistema homogéneo apliquemos el método 
de la suma algebraica: 


E (20) 
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Si y = 0, entonces z = D. Pero el par (0; 0) no satisface el sistema 
(18). Si y 3440, la división de ambos miembros de la ecuacion (20) 
por y! conduce a la ecuación 

PEVI PU WE E : 
HEN 130) -16(2) 13 ($) +30, 
que es equivalente a la (20). 
Haciendo => obtenemos la ecuación 


But — 134 + 16u? — 13u + 3 — U. 
Dividamos ambos miembros de esta ecuación por u^ 


Su? — 13u 4- 16 — 


: P2 1 1 H 
y, a continuación, 3 (à) —13 (u t) 4-16-—U 
Hagamos v 2 u-- d entonces +i =w-2 y temiremos: 


3 (P —2) — 13» + 10 D o bien 30 — 13e + l0 =U 


de donde v, —1, DEEN 


Resolvamos ahora el conjunto de ecuaciones: ut 1 u-+ 
1 in 


La primera ccwación del conjunto no biene raíces reales; de la 


seguida hallumos: uj=3, ps Är. Así, pues, la ecuación (20) es 


equivalente al conjunto de ecuaciones: T5 PEE , nuenlras 
que el sistema (19) es, correspondientemente, equivalente al con- 


junto de sistemas: 


CH 
( y79 ; ( y 3 (21) 
ayy 01 Lët =l. 

Este conjunto tiene las raíces: (2; 1), (1; 3), (—3; —1), (—1; —3). 

VERIFICACION. Al resolver el ejemplo, todas las transformaciones, 
salvo la primera, conducían a sistemas equivalentes. Realizando la 
sustitución do Jas raíces halladas en el sistema (18), nos eercioramos 
de que Jas cuatro raíces del conjunto (21) son lambién las de cl. 

4. Sistemas simétricos. Recordemos los datos fundamentales 
acerca de las expresiones simétricas. La expresión F (x, y) recibe el 
nombre de simétrica si al suslituir la variable z por y, y por x ella 
no varía. Det, las siguientes expresiones son simétricas: 

1 


Fis, y) - z*-9zy -- y*, Ple, y)=V14y+21y+ lel. 
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Los fundamentales polinomios simétricos de dos variables se 
consideran z + y y zy. Todos los demás polinomios simétricos do 
dos variables pueden ser expresados con los fundamentales. Hacien- 
do, para abreviar, u = z + y, v = zy, obtenemos, p.ej.: 

ait-p oat (e + y — 2y — ut — 2v, 
DY — (ra) G3 — zy + g?) — u (u? — 3v) = ut — 3uv, 
Py (4. gn Aan (ut — y — 25 = 
= ul — 4uv + 2, 
dy = Cai a (0) — TY + Y) = 
(u? — 20) (u? — 3uv) — vu = u’ — Suv + Sue, 

ay + y = (3p 22y + y) —2y D e. 

Un sistema, en el que todas las ecuaciones son simétricas, leva 
el nombre de simétrico. Puede ser resuelto según el método de cambio 
de variables, tomando como nuevas variables los polinomios simé- 
tricos fundamentales, 

EJEMPLO t1  Rosolvamos el sistema de ecuaciones 


Syp = AT 
| I+xay+y=5. 
SOLUCION. Hagamos mem D 


zy-v. Como 2+ 5 i? —3uv, el sis- 
tema prefijado se reduce al siguiente: 


uw! —3uv 4- v = 17 
| u+v=5. 
De este sistema, obtenemos: 
u=3 uy =2 
[ d arid 


Aliora nos queda resolver el siguiente conjunto de sistemas; 
pee oer 
zy-2' zy=3. 

Las soluciones de este conjunto y, con él, del sistema inicial, 
son las siguientes: (1; 2), (2 1), +i VZ; 1—1y $3, (1-1V%; 
1+iy 3). 

OBSERVACIÓN. Retornemos de nuevo al sistema estudiado en el ejemplo 10 
(véaso la pág 78): 


Lanka 
( “—:y degt 
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Este sistema es simétrico y, por lo tanto, como el anterior puede ser trang- 
formado a una forma inás sencilla introduciendo nuevas variables” 


(u3 —24)2 20) += 
(u* —20) —v=1 

f AR 
2—3 


Obtenemos: { 


y, a contindasión T% 


De la segunda ecuación de esle sistema, hallamos: u? = 34 -4-7 Cou ayuda 
de esta sustitución la primera ecuación del sistema se transforma a la forma: 
(3v + 7 — 2v? — v? = 91, de donde obtenemos: v = 3. 

De la ecuación u? = 3v + 7 hallamos mua — + 4. Así, pues, el sistema 


tiene dos soluciones: 
( u=4. ( u= 
»,-3* v¿=3. 


Por lo tanto, el sistema inicial es equivalente al conjunto de sistemas: 


Die PE 


Este conjunto conduce a las mismas soluciones que obtuvimos en el ejem- 
plo 10. 


EJERCICIOS 
Resuelvan los siguientes sistemas de ecuacionos: 
418. (rar area 


2+y48=0, 
z—y=1 4 222—3y — 23 
419: tica 120. (ananá. 


5224 14y =19 Y (z +y) =80 
s geren? 45 ore AEM 


424. ( 
x+yi422=3. 


243y—1=0 
[zs im. ( 
24 2y—2:—1. 
Ti yt — 2143y —9 
an enee 


94 y? = 13 
zy=2. 


I+y=2 
DN +I —2y 429 E 
s 2 piel 
LE Ja che pe dioc d 
1 1 1 
2—y=—2ay = +] =2 
430. v Al. "aw B 


14 == Gy. 


zty 
$—0204 
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xr, r—y El 
an. yy uy tidy 3 
A. +(r—y kee Së 
PH ee 8 pgs. | ID Em Aë 
Le p —24-3—2r 6 (z— v)? zm 0,1254 y. 
aso Ia (G*—3) E zy4 120 
y RA E 
EN 
=1 
Si =>" adi [Ecc 
sagi ai —ay — 292 — 0. 
Dia au y 411 31y—y=0 
En. ( Va te -— äm, 40 peer mo 
151% zy— 25 —0 2p yy =b 
usn acum ma “2 (ae ry 
3xy+y?=—1 A Bei — Bag + 5y?=29 
wm (E ww EA 
s [239-35 
49: jeden 
zi— jg = 19 (x— y) LEID 
He Lane Kéi eech? 
4 -- lay yt — 136 
ang. [EH 0 y 
xL Aen 429? =311 (limítense a buscar las soluciones reales). 


Py y?=19 (2 — y)? 
Zi Is HESE TR 
so, [y ls) eu. (PP 
LEE IER 4s ee 
br 
e ee 


Hallen las soluciones reales de los sistemas de ecuaciones: 


wm (Phe 


(zu-- 8) (xj) - 2. 
2 y 
T EIm zy ym 
[2 45.4 14 15 
Eg aad. E: $^ ws 
Coty 


s pnáy=t+zy 2+y=5 
en anth di me, (orte. 
EE vier 
T endende sam 


rud vs +y) ( tg 34 
3 A 


459. ( 


ET E 
Ary y=3. 


400. 2 
ya e Gn. 
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a—y=26 
ZS E 90 (24). 
3 Pay ty 
463. IL 4. [zm 
Pra — ipii] 
zt- yt = 9-H yz 
405, 4 rt- AN A 
Ed 
iss ku rj-ydi—ü 
466. [ses 467 (arras 
gu-y)—ziui y(zd-2)—8. 
—y+zi=6 yd iciyi 
468. GZ 69 ES ya 
Se xby=xyz. 
a y-ba=13 
4n. [zen 
germ 


xm Pdo 
AT). Jaen 


DE (E 


yi. 
x+y=32 j2 

418. In 49. f 3y! 
+=, y Syd xz 20. 
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y sistemas de ecuaciones 


La resolución de problemas escritos que se resuelven confeccio- 
nando ecuaciones, porregla, se lleva a cabo en cuatro etapas: 1) desig- 
nando con las letras z, y, z, . - - las variables incógnitas, de las 
que se trata en el problema; 2) con ayuda de las variables introduci- 
das y las variables conocidas del planteamiento del problema, con- 
feccionar el sistema de ecuaciones (o de una sola ecuación); 3) reso- 
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lución del sistema obtenido de ecuaciones (o de una ecuación); 
4) elección de las soluciones de acuerdo con el sentido del problema. 

1. Problemas sobre dependencias numéricas. Para resolver tales 
problemas se utilizan los siguientes faclores: 

1. Si al número aatural z se le adjunta a la derecha el número 
de n cifras y, como resultado obtenemos el número 10"?z + y. 

2. Si a y b son números naturales, con la particularidad de que 
à 2» b y que a no es múltiplo de b, existe un par, y sólo uno, de 
tales números naturales q y r que a = bg + r, donde r < ù (a es el 
divisor, b, el dividendo, g, el cociente, r, el resto). 

EJEMPLO t. lfallemos un número de dos cifras si sabemos que 
la cifra de sus unidades es 2 veces mayor que la ci(ra de las decenas 
y que el producto del número buscado por la suma de sus cifras es 
igual a 144 

SOLUCION. Sea z la cifra de las decenas, y, la de las unidades del 
número buscado Enlonces, el propio número tiene la forma 10x + 
Del planteamiento del problema se deduce: primero, que y — x 
y, segundo, que (l0z + y) (r + y) = 144. 

Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 


y—1I=2 
(10% + y) (z 4- y) 2 144. 


Este sistema tiene dos soluciones: (2; 4) y (^3 +: 14%) $ 

El segundo par no salisface el planteamiento del problema. Por 
lo tanto, el número buscado es igual a 24. 

ESEMPLO 2 llallemos dos números de dos cifras A y B sobre los 
que sabemos lo siguiente. Si al número A se adjunta a la derecha el 
número B y, n continuación, la cifra 0, el número de cinco cifras 
obtenido se divide por el cuadrado del número B, en el cociente 
obtendremos 39 y en el resto, 575. Si al número A se adjunta a la 
derecha el número D y del número de cuatro cifras obtenido se resla 
el número de cuatro cifras que se forma si el número H se adjuuta 
al número A, obtendremos 1287. 

SOLUCION Al adjuntar O a la derecha del número B, obtenemos el 
número 107. Añadiendo este número de Lees cifras al número 4, 
obtenemos 10004 + 108. 

De acuerdo con el planteamiento del problema el número de cinco 
cifras 10004 + 102 es el dividendo, B?, el divisor, 39, el cociente, 
575, el resto, es decir, 10004 + 108 = 398? + 575. 

A continuación, si a la derecha del número A ponemos el número 
B (de dos cifras), obtenemos 100A +- B. Si a la derecha del número A 
adjuntamos el número A (de dos cifras), hallamos 1007 + A. Según 
el planteamiento (1004 + B) — (100B + A) = 1287. 
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Como resultado llegamos al sistema de ecuaciones 
10004 + 108 = 398? + 575 
(1004 -- B) — (1008 -+ 4) = 1287, 


A, — 48 
que, después de resolverlo, nos permite hallar : ni 
B, = 35 
152 
SC 
355 
Bi 


Está claro que el segundo par no satísface las condiciones del 
problema. Los números buscados son 48 y 35. 

2. Problemas sobre progresioncs. La sucesión numérica oul 
recibe el nombre de progresión aritmética si existe un número Lal d 
que para toda » € N se cumple la igualdad a, 4, = ant d; el núme- 
ro d lleva el nombre de razón (diferencia) de la progresión aritmélica. 
La sucesión (ba) en la que b, Ù se denomina progresión geométrica 
si hay un número g + Ü tal que para toda n € IN se cumple la igual- 
dad b, 4, = b,-g; el número q recibe el nombre de razon de la pro- 
gresión geométrica. 

Propiedades fundamentales de la progresión aritmética: 

1) an = a, + d (n — 1). 


2) S,= BCE s, donde S,22,4- a4 +... + a4. 
3) La sucesión (an) es una progresión aritmética cuando y sólo 


cuando para toda nEN se cumple la igualdad any 5 7t 


(propiedad característica de la progresión aritmética). 

Propiedades fundamentales de la progresión geométrica: 

1) bn =bg". 

bi (i am 

2) s UA, donde $, — 0, 4-5 4-... Eos. 47% 1. 

3) La sucesión (bn) es una progresión geométrica cuando y sólo 
cuando para toda n EN se cumple la igualdad | bay, | = V bn Dain 
(propiedad característica de la progresión geométrica). 

En Ja práctica, en Jugar de la igualdad | 0,4, | = V 5, Onta eS 
más cómodo hacer uso de la igualdad bipi = b, ba As: equivalente 
a la primera. 

4) Si la progresión geométrica es infinitamente decreciente, es 

© 
decir, | g | <1, entonces S= -> , donde S= "s ba. 
"=i 
Los problemas sobre dependencias numéricas ligados cou pro- 


gresiones, por regla, se reducen a la solución de sislemas de ecua- 
ciones. 


86 Primera parte. Aigebr: 


a 


capítulo I 


EJEMPLO 3 lallemos el tercer término de una progresión geo- 
métrica infinitamente decreciente si sabemos que su suma es igual 
a 9, y la suma de los cuadrados de lodos sus términos es igual a 40,5. 


SOLUCION. Según el planteamiento S —9, cs decir, = e 
Analicemos la serie Un 00. ...,U%.... . De acuerdo con 


el planteamicuto su suma es igual a 40,5. Senalemos que los tér- 
minos de la serie forman una progresión geométrica cou el primer 


término bi y la razón o, lo que significa que la suma de dicha 
D 


progresión es igual a . Como resultado, es posible escribir 


el sistema de cennciones » que al resolverlo nos 
5 


proporciona: b, = 6, g=t. Así, pues, ds=b,-q =6 (7) E 


=> 
EJEMPLO 4 Tres números forman una progresión geométrica. 
Si del tercer número restamos 4, los números forman una progresión 
aritmélica. Si de los términos segundo y tercero de la progresión 
aritmética obtenida restamos do cada uno do ellos la unidad, do 
nuevo obtenemos una progresión geométrica. Hallemos esos números. 

SOLUCIÓN Sean xr, y, z los números buscados. Como ellos forman 
una progresión geométrica (con mayor precisión, son términos 
sucesivos de una progresión geométrica), haciendo uso de su pro- 
priedad característica, obtenemos y? = zz. Seguidamente, como los 
Uúmeros z, y, (z — 4) forman una progresión aritmética, aplicando 


su propiedad característica, hallamos y fte 


Por fin, 


ya que los números x, (y — 1), (z — 5) forman una progresión geo- 
métrica, enlonces (y — 1) = z (2 — 9). 


Como resultado, llegamos al sistema de ecuaciones 
yi- cz 


t+z—4=2y que al ser resuelto nos proporciona: (1; 3; 9), 
(y— 1) 2 x (2— 5), 


e 
G E 
Estos valores de z, y, z satisfacen las condiciones del problema. 


. "m 1 $ 
Asi, pues, los uúmeros buscados son: 1, 3 y 9 ó bien Ty” 
49 
ge 

BrempLO 5 Haliemos uu número de tres cifras, cuyas cifras for- 
man una progresion arifmétrica y que se divide por 45. 
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SOLUCION. Sea z la cifra de las centenas, y, de las ilecenas y z, 
de las unidades del número buscado. Como Jos números r, y, z lorman 
una progresión aritmética, y = EA 

Según el planteamiento el número buscado se divile por 45, es 
decir, por 5 y por 9. O sea, el número acaba con la cifia U ó Ja 5, 
mientras que la suma de las cifras del número buscado se divide 
por 9. Como resultado, llegamos al conjunto de ilos sistemas: 


z=0 225 
Loft _ s4: 
q H Z 
EE TEE y+14+1=09k, 
: e z-2y 
Del primer sistema hallamos SP 


“Tomando para y todos los valores posihles desde 1 hasta 9, nos 
cercioramos que el último sislema sólo se satisface con el par (D; 3). 
2y2z45 
z+y+5= 9k. 

De forma análoga, tomando para y lodos los valores posibles 
desde 1 hasta 9, nos cercioramos que dicho sistema sólo se «itisface 
con los pares (1; 3) y (7; 6 

Así, pues, las condiciones del problema se satisfacen con tres 
números: 630, 135, 765. 

3. Problemas sobre el inovimieuto. Al resolver tales problemas 
se udoptan las siguientes suposiciones: 

1. Si no hay indicaciones especiales, el movimiento se cuusidera 
uniforme. 

2. La velocidad se considera magnilud posiliva. 

3. Los giros de los cuerpos en movimiento, las transiciones a 
nuevos regímenos de movimiento se considera que transcurren ius- 
tantáneamente. 

4. Si el cuerpo a la velocidad propia x se desplaza por un río, la 
velocidad de cuya corriente es y, la velocidad del cuerpo a favor de 
la corriente se considera igual a (x + y), mientras que contra corrien- 
te, (£ — y). 

EJEMPLO 6. A un río desemboca un afluente. Una lancha sale 
del punto A, situado en el afluente, va por la corriente 80 km hasta 
la desembocadura del afluente al río en el punto B y, a continuación, 
va corriente arriba por el río hasta el punto C. El recorrido desde A 
hasta C fue cubierto en el transcurso de 18 It, el recorrido inverso, 
en 15 h. Hallemos la distancia desde el punto A hasta el € si sabemos 
que la velocidad de la corriente del rto es 3 km/h y la propia veloci- 
dad de la lancha, 18 km/h. > 


Del segundo sistema hallamos 
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SOLUCION Sea z km/h la velocidad del afluente. Entonces, desde 
el punto A basta el punto B la lancha va a una velocidad (184-2) km/h, 


mientras que desde el punto B hasta el punto A, a una velocidad 
(18 — 2) km/h, consumiendo en el recorrido desde A hasta 8 Sii h 


H 

y en el recorrido desde B hasta A, n. h. 
Sea y km la distancia desde B hasta C. Desplazándose del punto B 
al punto C la lancha se mueve a una velocidad de 15 km/h, en tanto 
que del punto C al punto X a una velocidad de 21 km/h, cubriendo 


el camino de B a C en el transcurso de E i, mientras que el recorrido 


inverso de C a B, A hi. Para todo el recorrido de 4 a C la lancha consume 
EJ) 4 " 

( rz + i) b, lo que según el planteamiento del problema 

EI 


Ste Se y 
constiluye 18 h y para el recorrido inverso, (n= tu) lo 


que según el planteamiento de] problema constituye 15 hi. 
Escribamos el sistema de ecuaciones 


80 | 
q ti 718 
EI 


18—x 


que se resuelve sin dificultad con el método de sustitución (p.ej., 
es posible expresar y con x de la primera ecuación). Hallamos z — 2, 
y — 210. 

Como la distancia de A a C es igual a la suma de las distancias de 
A a B (80 km) y de B a C (210 km), Lodo el recorrido de A a C es 


igual a 290 km. 
EJEMPLO ; Del punto A al punto X salió un camión. Una hora 


después de A a B salió un Lurismo. Al punto B los dos automóviles 
Jlegaron al mismo liempo. Si de los puntos A y B ellos hubieran 
salido simultáueamente al encuentro, se encontrarían después de 1 h 
12 min de su partida. ¿Cuánto tiempo Larda en cubrir el camión la 
distancia entre A y B? 

SOLUCIÓN Sean z kuch la velocidad del camión e y km/h, la del 


turismo, z km, la distancia de A a B. Entonces, el camión en EX 
cubre el recorrido entre A y B y el turismo, esa misma distancia, la 
cubre en ri Del planteamiento del problema se desprende que 


¿—2=1. Los automóviles, desplazándose al encuentro, están 


x y 


à z 
en camino hasta encontrarse 


ER h, lo que, de acuerdo con las 
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Ga Def AME 
condiciones del problema, constituye 1 h 12 min, o sea, sb. Como 


resultado, escribimos un sistema de dos ecuaciones con Les variables: 


z 6 U} 
sky 5” 
Aunque el número de incógnitas es mayor que el de ecuaciones, 
el problema puede ser resuelto, ya que no es preciso hallar los valo- 
n a dc. E 
res de cada una de las variables z, y, z, sino la razón q (liempo de 


desplazamiento del camión). Transformemos la segunda ecuación 
del sistema a la forma: 5z = Oz + Gy y, seguidamente, escribimos: 


e 
o, 


Haciendo u 


2 SR : 
Le ES reescribimos el sistemi (1): 


que, al resolverlo, nos proporciona: u = 3, v = 2, Es decir, el camión 
cubre el recorrido de Aa B en 3 h. 

EJEMPLO 8. El recorrido por el que se despaza un ciclista consta 
de Lres sectores, con la particularidad de que Ja longitud del primero 
es 6 veces mayor que la del tercero. éCuál será la velocidad media de 
movimiento del ciclista por todo el recorrido, si sabemos que es 
igual a la velocidad en el segundo sector, 2 km;h menor que la velo- 
cidad en el primer sector y 10 km/h mayor que la mitad de la veloci- 
dad de desplazamiento en el Lercer sector? 

soLUCION. Sea x km/h la velocidad media del ciclista, y km, la 
longitud del tercer sector, z km, Ja longitud del segundo sector. 


6y km DH E 


t ———Ó— |a 
a} fx +2) km/h A 


Edf ` Ge — 201en 


Fig. 1 
Entonces, la velocidad del ciclista en el primer sector será (z4-2) kalt, 


en el segundo, z km/h y en el tercero, (2z — 20) kinél (ya que, 


segün el planteamiento, la velocidad v del ciclista en el tercer seclor 
está ligada con la velocidad media z mediante la fórmula x = 


=3+ 10) . En la fig. f se ofrece el esquema de movuniento del 
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ciclista. El tiempo de movimiento del ciclista de A a B puede ser 
expresado introduciendo las variables con ayuda de dos procedimien- 
fos: 

a) sumar el tiempo de movimiento en cada uno de los tres sec- 
lores: 


(ri E) 


e b) dividir todo el recorrido por la velocidad media del ciclista: 
Jer 
z 


imos la ecuación: 
6y z y Ty+z 
EES? Sch ESCH m " (2) 


Como resultado, escri 


Transformamos la ecuación (2) a la [orma 
oy 


A E 
r4 2:—20 z z 


a continuación, 


a 


Sy EN 
TRERUUETE UC 

Dividiendo ambos miembros de la última ecuación por y (lo que 

no conducirá a la pérdida de soluciones, ya que se comprende que 


y 750), obtenemos 


6 1 T7 
-HEUUE-2 n 
«le donde hallamos z, = 14, z, = —20. La segunda raíz no salisface 


las condiciones del problema. O sea, la velocidad media del ciclista 
es de l4k mih. 


OBSERVACIÓN, La ecuación (2) contiene tres variables, pero durante las 
transformaciones dos de ellas, y y z (el valor de las cuales no era necesario hallar) 
se eliminaron, Semejantes variables reciben el nombro do auztllares. 


Antes de pasar al siguiente ejemplo señalemos que, convencional- 
mente, podemos considerar como problemas sobre el movimiento 
aquellos en los que se realiza cierto trabajo (p.ej., se rectifica cierta 
cantidad de piezas, se lena un depósito, etc.). En los problemas de 
este tipo el valor de todo el trabajo (número de piezas, volumen del 
«depósito, elc ) desempeña el papel de distancia, mientras que el 
reudimiento del trabajo (es decir, el valor del trabajo realizado por 
unidad de tiempo) juega el papel de velocidad. 

EJEMPLO 9. Por dos tubos de diferente diámetro llega el agua a 
uu depósito. El primer día, los dos tubos, funcionando simultánea- 
mente, alimeutaron 14 m? de agua. El segundo día sólo estuvo conec- 
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tado el tubo pequeño. Él alimentó 14 m? de agua fuucinando 5 h 
más que el primer día. El tercer día el trabajo continuó igual t 
que el segundo, pero, inicialmente funcionaban ambos tubos y 
mentaron 21 m* de agua y, a continuación, sólo funcionaba el tubo 
grande que alimentó 20 m? de agua más. ¿Qué cauudad de agua 
alimenta cada Lubo durante 1 li? 

SOLUCION. Sea z m/h el rendimiento del tubo grande, y ml, 
el reudimiento del tubo pequeño, t lh, el tiempo durante el que 
funcionan ambos tubos el primer día. Entonces, el primer día los 
tubos alímentaron (x + y) £ m? de agua, lo que, según el. plantea- 
mientos constituye 14 mi, Obtenemos la primera ecuación: (t -+ y) t = 
= d 

Mn el transcurso del segundo día el tubo pequeño trabajó 
(t 4- 5) h y alimentó y (t -+ 5) m? de agua, lo que corresponde a 
14 m”. Obtenemos la segunda ecuación y (t +5) = 14. El tercer 
día comenzaron a trabajar los dos tubos alimentando 21 m? de agua, 


9 soa, Su trabajo conjunto duró h. A continuación, trabajó 
sólo el tubo grande que alimentó 20 n? de agua, lo que signilica que 
su trabajo duró An, Como el trabajo del tercer día duró el mismo 


tiempo que durante el segundo, obtenemos la tercera ecuación: 
21 5 j H á g " 
EU =t + 5. Hemos llegado al sistema de ecuaciones: 


(£--y)t—14 
kg 


E + 2:45. 


m " A 14 
De la segunda ecuación del sistema hallamos: tee y ee 


tonces, la primera ecuación del sistema se puede reescribir en la 
1 


4 z 4 
forma: 4.4 5 y la tercera: —— S n 


ay y E y 
Oblenemos el sistema de «los ecuaciones 
Ho d og 
Këdi y 
no mou 


Eliminando en ambas ecuaciones los denominadores, oblenenos: 


[ 5zy A. Du — 14r 
| taz? —27zy— 20%? — 0. 
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La segunda ecuación del sistema es homogénea. Dividiendo ambos 
z 


miembros de ella, término por término, por y? y haciendo z = 5 
obtenemos la ecuación cuadrática 14z2— 272 — 20 — 0, cuyas raíces 


2 
nes del prohlema, cs deci 


3 n : WM 
Son z,——,2,— EEN La segunda raíz no satisface Jas condicio- 


lo que significa que I-3- 
ONE s 
Queda por resolver el sistema f y E] , de donde z —5, 
5zy + 5y? = 14x 
y=2, o sca, el rendimiento de] tubo grande es 5 m%h y del po- 
queño, 2m*/h. 

4. Problemas sobre el trabajo conjunto. Por regla, el contenido 
de semejantes problemas so reduce a lo siguiente. Cierto Lrabajo, 
cuyo volumen no se imdicó y no es la magnitud buscada (p.ej., la 
impresión de un manuscrito, la excavación de una fosa, el llenado 
de un depósito, etc.), es realizado por varias personas o mecanismos 
que funcionan uniformemente (es decir, con rendimiento constante 
de cada uno de ellos). En Lales problemas el volumen de Lodo el 
trabajo, que ha de ser realizado, se toma como la unidad (poc unidad. 
de medida) 

Si el rendimiento del trabajo, o sea, el valor de Ja labor realizada 
por unidad de Liempo, se designa por v y el Liempo necesario para. 


z 1 
realizar lodo el trabajo, por £, entonces v ETUR 


EJEMPLO 10 Para arar toda la parcela el primer tractor consume 
2 ho menos que el tercero y 1 h más que el segundo. Al trabajar simul- 
táneamonte los tractores primero y segundo la parcela puede ser 
arada durante 1 h 12 min. <Cuánto Liempo se consumirá para arar 
la parcela aj trabajar en conjunto los tres Lractores? 

SOLUCION Sca x li el tiempo necesario para arar la parcela con el 
primer tractor, y h, con el segundo y z h, con el Lercero. El volumen 
del trabajo (en nuestro caso ésle es el área de la percela) se toma 


igual a 1. Entonces, A es o] rendimiento del primer traclor, 
i del segundo [UM del tercero. Següu cl planteamiento del pro- 
blema z—z—2 y r—y-— 1. Además, se ha dicho que durante el 


trabajo conjunto de los Lractores primero y segundo la parcela 
puede ser arada en cl transcurso de 1 h 12 min, es decir, durante 
6 


$n. Pero, en este tiempo, En, el primer traclor realiza 


parte del trabajo y el segundo, S d fracción de esc trabajo. Esto 
g Eey 


— D 6 
significa que uty Tt 
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Como resultado, obtenemos un sistema de tres ecuaciones con 
tres variables i 


1-1=2 
2—y=1 
6 6 
rat 


que al resolverlo, obtenemos: (3; 2; 5), (—0,4; —0, 4). La condi- 

ción del problema sólo se salisface con la primera solución. 
Ahora, demos respuesta a la pregunta planteada en el problema. 

Al trabajar los Lres tractores eu conjunto el rendimiento del trabajo 


constituirá it O sea, E Es decir, el liempo necesario 


Ed E 
para arar la parcela con los tres Lraclores será igual a Eu 


EJEMPLO tt. Cuando las cosechadoras del sovjos *) trabajan simul- 
táncamente puedou recolectar la cosecha en el transcurso de un día. 
Pero, de acuerdo con el plan, las cosechadoras comenzaron a trabajar 
conscculivamente: durante la primera hora sólo trabajaba una cose- 
<ltadora, en la segunda, dos y en la tercera, tres, cte., y así, hasta 
que emprezaron a trabajar todas las cosechadoras que trabajaron 
conjuntamente varias horas hasta la recolección completa de la 
cosecha. El tiempo de trabajo, previsto por el plan, podría reducirse 
en 6 h si desde el principio de la recolecta Lrabajasen continuamente 
todas las cosechadoras salvo cinco de ellas. ¿Cuántas cosechadoras 
habrá en el sovjos? 

SOLUCION. Tomemos el valor de Lodo el trabajo igual a 1 e intro- 
duzcamos Lees variablos: x, el número de cosechadoras en el sos jos, 
x, el rendimiento del Lrabajo de una cosechadora por 1 h. £h, el 
tiempo de trabajo conjunto de las cosechadoras según el plan. De 
acuerdo con el planteamiento, z cosechadoras, con rendimiento z 
cada una do ellas, pueden realizar la recolecta en el transcurso de 
24 horas, es decir, 24nz = 1. 

Según el plan, durante la primera hora trabajaba una cosechadora. 
Ll volumen de trabajo realizado en esta hora es igual a z. En la segun- 
da liora trabajaban dos cosechadoras y en el transcurso de ella rea- 
lizaron un volumen de trabajo igual a 2x. En la tercera hora, Lees 
cosechadoras efectuaron un volumen de trabajo igual a 3w, etc. 
En (n — 1) hora (n — 1) cosechadora hicieron un trabajo igual a 
(n — 1) z. Después de esto, en el transcurso de £ h, LrabaJaron todas 
las n cosechadoras y el volumen de trabajo realizado por ellas es 
igual a ntx. Como resultado, el trabajo planificado de las vosochado- 


* Sovjoz, abreviatura de granja agrícola estatal (N. del T.) 
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ras so describe co» la siguiente ecuación: 
zr... t)r nri. (3) 
llemos de señalar que + 2e +... + (4 DE es la suma de 
(n — 1) términos de la progresión arilmélica (a,) en la que a, = z, 
d = x. Esto quiere decir que 
A -H ħ{n— Us IECH (n— 1) QU 


y 
y la ecuación (3) toma la forma TEE 


Por fin, del planteamiento sigue que si desde el comienzo hubie- 
ran trabajado (n — 5) cosechadoras, la labor hubiera durado no 
(n — 1 +- £) li, como estaba previsto eu el plan, sino 6 h menos, es 
decir, (4 — 1) + t — ü) h y, entonces, (n + 1 — 7) (n — 5) z — 1. 

Como resultado obtenemos un sistema de tres ecuaciones respocto 
de tres variables n, z, t: 


2ánz=1 
nz (A3 1) 24 
(n4-1— 7) (nz — 52) 2 1. 


1 


De la primera ceuación hallamos nr=. Poniendo esta oxpre- 


sión en la segunda y tercera ecuaciones del sistema, obtenemos: 


1 1 
WEE 


A contimuación, el sistema se resulve sin dificultad según el 
método de sustitución. De Ja primera ecuación hallamos IC 
KE) 


de la segunda, t= . Poniendo estas expresiones en la lercera 


ecuación, oblenemos: 


(04-35) (15) _ 
a 29 


de donde hallamos x = 25 (Ja segunda solución no satisface el plan- 
leamiento). Es decir, en el sovjos había 25 cosechadoras. 

5. Problemas sobre aleaciones y mezclas. En los problemas de 
este Lipo se lrata de la ercación de mezclas, aleaciones, disoluciones, 
etc. La resolución de semejantes problemas está relacionada con los 
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conceptos de «concentración», «porcentaje», «muestra», «humedado, 
eic., y se basa en las siguientes suposiciones: 

1. Todas las mezclas obtenidas (aleaciones, disoluciones) son 
lomogéneas. 

2. No se hace diferencia entre el litro como unidad de capacidad 
y el litro como unidad de masa. 

Si una mezcla (aleación, disolución) de masa m consta de las 
sústancias A, B, C (que tienen masas my, Ma, my, respectivamente), 


r m òm, m : 
la magnitud Ex (= e SC " respectivamente) se denomina concen- 


tración de la sustancia A (B, C, respectivamente) en la mezcla. 
La magnitud A 10096 (= 100%, E 10096, respectivamente) recibe 
el nombre de porcentaje de la sustancia A (B, C, respectivamente) 


en la mezcla. Está claro, que TL Tug A 1, es decir, de la 


concentración de dos sustancias depende la concentración do la 
tercera. 

EJEMPLO 12. Tenemos un trozo de una aleación de cobre y estaño 
de una masa de 12 kg que contiene el 45% de cobre. ¿Qué cantidad 
de estaño puro hay que añadir a esta aleación para que la nneva 
contenga el 40% de cobre? 

SOLUCION. Sea que la masa de estaño que hay que añadir a la 
aleación es igual a x kg. Entonces, se obtendrá una aleación de musa 
(12 + z) kg con un contenido del 40% de cobre. O sea, eu la nueva 


aleación hay ET kg de cobre. La aleación inicial de 12 hy 
de masa contenía el 45% de cobre, es decir, en ella había É 49 kg. 


Como la masa de cobre, tanto en la aleación inicial como en la nueva 
es la misma, podemos escribir la siguiente ecuación: 


EECH 


100 (0400 


Después de resolverla, obtenemos z = 1,5. Así, pues, a la aleación 
inicial hay que añadir 1,5 kg de estaño. 

EJEMPLO 13. Tenemos acero de dos clases con contenido de níquel 
del 5% y 40%. ¿Qué cantidad de acero de una y otra marca hay de 
tomar para después de la refundición producir 140 t de acero 
con contenido de níquel del 30%? 

SOLUCIÓN. Sea la masa del acero de la primera marca igual z t, 
entonces hay que tomar (140 — z) t de acero de la segunda marca. 
El contenido de níquel en el acero de la primera marca constituye 
el 5%, por lo tanto en z t de acero de dicha marca habrá 20,05 t 
de níquel. El contenido de este metal en el acero de la segunda marca 
es el 40%, por lo que en (140 — x) t de acero de la segunda marca el 
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contenido de níquel constituye (140 — z) 0,4 t. Según el plaulea- 
miento, después de unir las dos marcas de acero tomadas ha de 
obtenerse 140 t de acero con un contenido de níquel igual al 30%, 
es decir, al acabar la relundición en el acero producido deben haber 
140-0,3 t de níquel. Pero esla cantidad de níquel se forma de 
x:0,05 t, contenidas en el acero de la primera marca y de (140 —z) x 
Xx0,4 t, en el de la segunda. Así, pues, escribamos la ecuación 


2-0,05 + (140 — z) 0,4 = 140-0,3, 


de donde hallamos x = 40. Por lo tanto, hay de tomar 40 t de acero 
con contenido del 5% de níquel y 100 t, de acero con el 40% de níquel. 
EJEMPLO 14 De un recipiente de 54 | de capacidad, lleno de ácido, 
se han vertido varios litros y se agrega agua y, a conlinuación, de 
nuevo, se vierte la misma cantidad de litros de la mezcla. Entonces, 
eu la mezcla restante quedan 24 1 de ácido puro. ¿Qué cantidad de 
ácido fue vertida la primera vez? 
N Sea que la primera vez se virlió z 1 de ácido. Entonces 
en el recipiente quedaron (54 — a) ! de ácido. Al añadir agua al 
recipiente obtuvimos 54 1 de la mezcla, en la que se diluyeron (54 — z) L 


de ácido. Esto significa que 1 1 de la mezcla contiene += de 


ácido (concentración de la mezcla). En el segundo caso, 


del recipiente se verlierou z 1 de la mezcla y esta cantidad contenía 
5— tii? " a 3 
Wei l de ácido. Así, pues, la primera vez se vertieron z 1 de 


ácido, la segunda, 
E 


Ze, Durante las dos veces fueron vertidos 


54 
54—20=30 1 de ácido. Como resultado, elaboramos la ecuación 


o 30, 


54 


Después de resolverla obtenemos dos raíces z, = 90, z, = 18. 
Claro està que el valor z, — 90 no satisface el problema. Por lo tanto, 
la primera vez fneron vertidos 18 ] de ácido. 

EJEMPLO 15 Un receptáculo de 8 1 de capacidad está relleno de 
una mezcla de oxígeno y nitrógeno, con la particularidad de que el 
oxígeno ocupa el 16% de la capacidad del receptáculo. De él se 
evacua cierta cantidad de la mezcla, se rellena el receptáculo de 
nitórgeno y, de nuevo, se evacua una misma cantidad de la mezcla, 
después de lo cual al receptáculo se añade nitrógeno. Como resultado 
en el recipiente el contenido de oxígeno es igual al 9%. ¿Cuántos 
litros de la mezcla se evacuó del receptáculo cada vez? 

soLUctoN. Supongamos que cada vez se evacuaban g l de la mezcla 
y se alimentaban z 1 de nitrógeno. Después de la primera evacuación 
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en el receptáculo quedaban (8 — 2)-0,10] de oxígeno que se ilibuy eron 

eu 8 1 de la mezcla (luego de añadir por primera vez uilrógeno). 

18— 2): 16 
8 


En esta etapa, la concentración de oxígeno es igual a e 
cs decir, (8—2) 0,02. Al haber evacuado por segunda vez z 1 de 
la mezcla, en el receptáculo quedaron (8— x) 1 de la mezcla con 
una concentración de oxígeno igual a (8— 2) 0,02, es decir, quedaban 
(8—2)(8— x) 0,02 1 de oxígeno, que so diluyeron en 81 de Ja 
mezcla (después de alimentar nitrógeno por segunda vez). Eu esta 


A D z — zn 
etapa, la concentración de oxígeno es igual a LE n y el 


8 
porcentaje, Suo 0,02.10096. Así, pues, obtenemos la ecuación 


(8— 2 
——— t 100 2 9, 


de donde hallamos z, = 2, z, = 14. Como vemos, es imposible cva- 
cuar 14 1 do un receptáculo en el que había 8 1. 

De forma que cada vez se evacuaban del receptáculo 2 1 de la 
mezcla. 

EJEMPLO t6. Tenemos dos aleaciones de masa a kg y b kg con 
diferente porcentaje de cobre. De cada una de las aleaciones se cortó 


Fig. 2 


un trozo de igual masa, los cambiaron de lugar y [undieron junto con 
los restantes trozos de las aleaciones iniciales. En las nuevas alea- 
ciones el porcentaje de cobre se hizo igual. ¿Cuál es la masa de cada 
uno de los Lrozos cortados? 

SOLUCIÓN. Sea z kg la masa de cada uno de los trozos cortailos, 
y %, ol porcentaje de cobre en la primera aleación, z %, el porcen- 
taje de cobre en la segunda. 

Después de cambiar de lugar las partes de masa z hg eu la primera 


aloación obtenida (fig. 2) la cantidad de cobre será “TZ tz 


1—0204 
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y el porcentaje de cobre será igual a 100%, es decir, 


(a— rr y4 ez 


u 
En la segunda aleación obtenida (fig. 3) habrá una cantidad 

b A " Pi 

de cobre Tmt mientras que el porcentaje de cobre será 


b—z 


Ar 
LU DIET. oom 12. A 
1n wm, es decir, igual a 


(b—2) z-- zy 
D 


. De acuerdo con 


el planteamiento, en las aleaciones obtenidas el porcentaje de cobro 
es el mismo. Así, pues, llegamos a la ecuación 


(ar) ytz  (b—23)z--zy 
[] € D N 


Sucesivamente tenemos: 
aby — bxy + bar 
(aby — abz) — (bay — bxz) — (axy — axz) = 0, 
ab (y — 2) — le (y — 2) — ax (y — 2) = 0 
(y — 2) (ab — ax — bz) = 0. 


= abz — axz + asy, 


Segúu el planteamiento y z& z, de forma que ab — uz — bz = 0, 


de donde hallamos x n Las variables y, z se eliminaron 


T7 
durante la resolución de la ecuación obtenida (auxiliares). 
Así, pues, la masa de cada uno de los Lrozos corlados es igual 
ab 


a. kg. 


EJERCICIOS 


480. La suma de los cuadrados de las cifras de un número de dos cifras es igual 
a 10. Si del núruero buscado sustraemos 18, obtenemos un número escrito 
con esas mismas cifras, pero en orden inverso. Hallen el número buscado. 

481. ¿Qué número de dos cifras esá veces mayor quo la suma de sus cifras y 3 ve- 
ces mayor que el producto de ellas? 

482. allen dos números enteros, cuya suma es igual a 1244. Si al primer 
número sr inscribe a la derecha la cifra 3 y del segundo se elimina la 
última cifra 2, los números obtenidos serán iguales. 

483. Un número de tres cifras termina cou la cifra 3. Si ésta se Lraspasa al co- 
mienzo del número, el nuevo será mayor en 1 que el número inicial triplicado. 
Hallen el numere inicial. 

484. Un número de seis cifras comienza por la cifra 2. Si traspasamos ésta del 
primer puesto al üllimo, conservando el orden de las demás, vi número 
obtenido será tres veces mayor que el inicial. Hallen éste. 

485. La suma de lodos los números pares fuo dividida sin resto por uno do 
ellos. Mullen el divisor si sabemos que la suma do sus cifras es igual a 9 y que 
el cuciente se diferencia del divisor sólo por el arden de las cifras. 


486. 


487. 


488. 


489. 


490. 


491. 


492. 


493. 


494. 


A95. 


A96. 


497. 
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Si dividimos un número de dos cifras por la suma de éstas, en el cociente 
obtendremos 7 y en el resto 6. Si ese mismo número de dos cifras so divido 
por el produclo de sus cifras, en el cociente obtendirmos 3 y en el rest 
un número igual a la suma del número inicial. Hallen el número inicial ide 
dos cifras. 

La suma de dos números de tres cifras, escritos con cifras iguales, pero en 
orden inverso, es igual a 1252. Hallen dichos números si 
cifras es igual a 14 y la suma de los cuadrados de ellas es 
Un turista que sube a una montaña alcanzó en el transcurso de la primera 
hora ja altura de 800 m, mientras que durante cada siguiente liora subió 
a una altura de 25 m menor que en la anterior, ¿Cuántas horas pasarán 
hasta alcanzar la altura de 5700 m? 

Al dividir el noveno término ile una progresión aritmética por su segnarlo 
término, en el cociente se obticne 5, mientras que al dividir el término 
décimotercoro de la progresión por su sexto término en el cociente tendre- 
mos 2 y en el reslo 5. Hallen la suma de 20 miembros de la progre- 
sión, 

La suma de una progresión geométrica infinitam 
a4, en lanto quo Ja suma do los cubos do sus Lé 
el primer término y la razón de la progresión. 

Hallon cuatro números de los quo los primeros tres forman una progre 
aritmética y los tres últimos, una geométrica; Ja suma de los munciws 
extremos es igual a 60 y la de Jos medios, 60. 
La suma de los tres primeros términos de una progresión geométrica es 
ina a 91. Si a estos Lérminos adicionamos 25, 27 y 1, respectivamente, 
obtenemos tres números quo forman una progresión aritmética. Hallo 
séptimo término de la progresión geomútrica. 
Hallen un númoro de tros cifras, en el cual las cifras forman uua progre- 
sión geométrica. Si de este número sustraemos 792, oblenemos un núme 
escrito con esas mismas cifras, pero en orden contrario. Si de la ci 
quo expresa el número de centenas, sustraemos 4 y si dejunos restan- 
tes cifras del número buscado sin variar, hallamos un número, cuyas cilras. 
componen una progresión aritmética. 

Hallon un número de cuatro cifras, en el que las tres primoras forman uni 
progresión aritmólica creciente, sí sabemos quo él se divide por 225. 
Tres hermanos, cuyas edades forman una progresión geométrica, dividen 
entre sí cierta suma de dinero de modo proporcional a la edad. Si esa imis- 
ma suma do dinero la dividieran proporcionalmento a su edad Lres años ma 
adelante, el menor de los hermanos recibiría 105 rublos más, el median 
15 rublos más que ahora. ¿Cuál es la edad do los hermanos si sabemos que la 
diferencia de años entre el mayor y el menor de ellos es igual a 15 años? 
Hallen ol número do términos de una progresión artimética, en la que la 
razón entre la suma de los 13 primeros términos y la de los 13 últimos es 


igual a $, en tanto quo la razón entro la suma de todos los términos sin 


à de sus 


ento decreriente es igual 
ninos, igual n 192. Hallen 


los tres primeros y la de todos los términos sin los 3 últimos es igual a 3. 

La suma de una progresión geométrica infinilamente «lecrecinte es igual 
16 sa " Me i > 

a > La progresión contieno uu lérinino igual a Y La razón entre la suma 


de todos los términos de la progresión, que preceden al que esigual a d 
y la suma do los términos que le siguen, es igual a 30. Determinon el núme: 
del término igual a 


to 


+ 


100 


498. 


499. 


502. 


506. 


507. 


508. 
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Una aleación pesa 2 kg y consta de plata y cubre, con la particularidad de 
que la masa de la plata constituyo d 147% de la masa del cobro. ¿Qué 
cantidad de plata hay en la aleación? 

Se ha comprado 1 m de tejidos de dos calidades por una suma de 15 rublos 
20 kopalis. Sı el precio dol tejido de la primera calidad fuera más allo 
y de la segunda, wás bajo en un mismo por ciento, 1 m del tejido de la 
primera calidad costaría 15 rublos y de la segunda, 2 rublos 40 kopeks. 
¿Cuánto cuesta 1 m del tejido de primera calidad? 

Un número digite fue aumentado en 10. Si el número obtenido se aumentara 
al mismo por ciento que la primera vez, oblendríamos 72. IIallen cl número 
digilo inicial. 
De acuerdo con el plan, dos fábricas deberían producir 360 máquinas- 
herramientos al mes. La primera de ellas cumplió el plan en el 142%, la 
segunda en el 140% y en conjunto, las dos fábricas produjeron 400 máqui- 
nas-herramientas. ¿Cuántas máquinas produjo cada fábrica por separado 
superamdo d plan? 

Pava producic pan de trigo (blauco) se han tomado tantus kilogramos «lo 
harina, como el por ciento que constituye el aumento de peso de dicha 
harina. Para producir pan de centeno (moreno) se han tomado 10 kg d 
harina más y, precisamente, tantos kilogramos como el por ciento que 
tituye el aumento de peso do Ja harina dv centeno. ¿Que cantidad de hi 
de uno y olro género se ha tomado si cu total se han producido 112,5 kg 
de pan? 


. ¿Si disminuyera ol día laboral de 8 a 7 horas en qué por ciento hay que 


Aumentar el rendimiento del trabajo para que con las mismas tarifas el 
sueldo aumento el 5%? 
A principios de año en la cartilla de ahorros fueron puestos 1600 rublos 
a finales de él, sacados 848 rublos. A finales dol segundo año en la cartilla 
Babia 324 rublos. ¿Qué interés pone en cuenta al año la caja de ahorros? 
A finos de año en Ja cartilla de ahorros del depositante la caja de ahorros 
puso en cuenta el interés, lo que conslituyó 6 rublos, El depositante 
añadió 44 rublos y dejó su dinero en la caja para un año más, Al acabar ol 
año, de nuevo pusierou en cuenta los intereses, y, ahora, el depósito, junto 
con los intereses, constituia 257 rublos 50 kopeks. ¿Qué suma fue deposi- 
tada en la cuenta de ahorros inicialmente? 
El precio del artículo fue rebajado el 20%, a continuación, el nuovo precio 
lo rebajaron el 1596; por fin, después del recálculo se efectuó la rebaja al 
10% más ¿A qué por ciento total fue rebajado el precio inicial? 
La cantidad de estudiantes en un centro de enseñanza, aumentando el mis- 
mo por ciento anualmenlo, creció en tres años de 5000 a 6055 personas. 
¿En qué lanto por ciento aumentó anualmente el número de estudiantes? 
Ki volumen de la sustancia A constituye la mitad de la suma de los volú- 
menes de las sustancias B y C, en tanto que el volumen de la sustancia B, 
el 20% de la suna de los volúmenes de las sustancias A y C. Hallen la 
razón entre el volumen de la sustancia C y la suma do los volúmenes de las 
sustancias A y De 
Como resultado de la reconstrucción de un taller el número de obreros que 
quedaron libres puede encuntrarso en Jos límites del 1,7 al 2,3%. Hallen el 
número minimo de obreros que puede ostar ocupado en el taller antes 
de la reconstrucción. 
El por ciento de estudiantes del curso que han dado todos los exámenes 
preliminares sc halla en los límites del 96,8 al 97,2%. Hallen el número 
mínimo de estudiantes que puede haber en dicho curso. 
Un turista tiene que cubrir la distancia desde el pueblo hasta la estación 
de ferrocarril. Después de pusar 3 km él comprendió quo Jlegaba tarde al 
tren y empezó a andar a uma velocidad de 4 km/h. El turista llegó a la 
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- De los puntos A y B salieron al encuentro, simultán 
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estación 45 min antes de la partida del Lren, Si él hubiera ido a la velocidad 
inicial se habría demorado 40 min. Determinen la distancia desde el pueblo 
hasta la estación. 

Un pasajero que viaja en un Leem a una velocidad de 40 k/h observó por la 
ventana quo en sentido opuesto, en el trauscurso de 3 s, pasó un tren de 
75 m de longitud. ¿Cuál era la velocidad del tren quo 1ba en dirección 
contraria? 

Un ciclista debería cubrir 48 km a velocidad media determinada. Pero, 
por ciertas causas, la primera milad del recorrido se desplazó à una veloci 
dad el 20% menor, mientras que la segunda, a 2 km mayor que la necesaria, 
Para cubrir todo el recorrido el ciclista gastó 5 h. Hallen Ja velocidad que 
al principio se preveía. 

Tres cuerpos se mueven por una recta del punto 4 al B. El segundo cuerpo 
comenzó a desplazarse 5 s y el tercero, 8 s después que el primero. La 
velocidad del primer cuerpo es 6 cm/s menor que h del segundo. Ln veloci- 
dad del tercero es igual a 30 cm/s. Hallen la distancia AB y la velocidad del 
primer cuerpo si sabemos que los tres cuerpos llegan al punto D en el mismo 
momenlo. 


- Al principio el avión volaba a la yelncidad de 220 km/h. Cuaudo Je queda- 


ban por volar 385 km menos que los ya cubiertos, la veloculad anmenli 
hasta 330 km/h. En el transcurso de todo el recorrido la velocidad. media 
dol avión era igual a 250 km/h. ¿Qué distancia voló el avión? 

mente, dos trenes, 
La velocidad del primer tren es 10 km/h mayor que la del segundo, Los 
trenes se encontraron a 28 km de la mitad del recorrido AB. Si el primer 
tren hubiera partido de A 45 min más tardo quo el segundo, los trenes se 
encontrarían en la mitad del recorrido AB. Hallen la distancia AB y las 
velocidades de ambos trenos. 

Dos escolares salieron al mismo tiempo de casa a igual velocidad. Uno de 
ellos, 3 min después so acordó de quo había dejado en casa un libro que 
necesitaba y retomó a casa a una velocidad de 60 m/min mayor que la 
inicial. Después de coger el libro comenzó do nuevo su camino a la misma 
velocidad y alcanzó a su compañero, que iba a velocidad constante, ya 
E a la puerta de la escuela. Hallen las velocidades de los escolares sí 
la distancia entre la escuela y la casa es 280 m. 

Dos transeúntes que se hallan en los puntos A y B, entro los que hay una 
distancia de 27 km cn línea recta, salen de ellos simltáneamento, desplazán- 
dose por la recta AB. Ellos se encuentran después de 3 lisi van al encuentro 
y uno ajcanza al otro 9 h después, si so mueven en una misma dirección 
Mallen Ja velocidad de cada uno de los transeúntes. 

Por los dos lados de un ángulo recto, se mueven dos cuerpos en dirección 
de su vértice. En el momento inicial el cuerpo A estaba distanciado del 
vértice del ángulo recto a 60 m, el cuerpo B, a S0 m. Pasados 3 s la distan- 
cia entre A y D se hizo igual a 70 m y después de 2s más, 50 in. Hallen la 
velocidad de cada uno de los cuerpos. 


Por el río, la distancia entre dos ciudades es igual a 80 km. Una lancha 
pasa esta distancia dos veces (hacia arriba y abajo) en el transcurso de 8 h 
20 min. Determinen la velocidad de la lancha en agua estancada si la 
velocidad de la corriente del río es igual a 4 km/h. 

Una lancha se desplazó por un río aguas arriba 8 km, die la vuelta y so 
desplazó aguas abajo 36 km. Todo el viaje duró 2 h. Después, la lancha 
cubrió 6 km contra corriente y a favor de ella, 33 km, gastando en el segun- 
do viaje 1 h 45 min. Hallen la velocidad de la lancha en agua estancada 
En un lago desembocan dos ríos. Una lancha parte del muelle 4, situado 
en el primer río, se desplaza 24 km; lacia abajo, hasta el lago después boga 
2 km por el lago, y, a continuación, 32 km por el segundo rio hasta el 
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- La distancia entre las ciudades A y B es 
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muelle B, cubriendo la distancia desde A hasta B en 8 h. Si la lancha hubie- 
ra navegado por el lago 18 km más, todo el recorrido de 4 a B consumiría 
40 l. Hallen la volocilad de la corriente do cada río si sabemos quo la 
velocidad del prier rio cs 2 km/h mayor que la del segundo. 


- Dos peatones salieron, simultáneamente, al encuentro do los puntos A y B. 


Cuando el primero pasó la mitad del camino, al segundo, hasta el final 
del recorrido, le quedaban 24 km. Cuando el segundo cubrió la mitad del 
recorrido, al breet le quedaban 15 km más hasla el final. ¿Cuántos kiló- 
metros ha de recorrer el segundo peatón basta A después de que el primero 
cubre el camino desde A hasta 2? 

De los puntos 4 y D salen al encuentro dos trenes, con la particularidad 
de que el segundo parti ó media hora después que cl primero. Al pasar 2 h 


después do o partida del primer tren, la distancia entre ellos constituía 49 do 


la distancia entre A y B. Los trenes se encontraron en la mitad del camino 


desde A hasta B. ¿Cuánto tiempo necesitará cada tren para cubrir todo 
el recorrido AB? 


gual a DO kin. Dos trenes parten 
simultáneamente: uno de A a B y olro, de B a A. Pasados 20 km el tren que 
va de A a B se detiene media hora y, a continuación, desplazándose 4 min, 
se eutuenta con el tren que viene de 2. Los dos trenes llegan al mismo 
temp» al punto de destino. Hallen las velocidades de los Venez, 

Dos ciclistas salieron al mismo tienpo de los puntos A y B al encuentro 
uno de otro. El ciclista que se desplazaba del punto A llegó a B pasadas 4 h, 
en tanto que el que iba del punto 3, llegó a A 9 h después del encuentro 
con el otro ¿Cuántas horas estuvieron cada uno de los ciclistas en el ca- 
mino 

Del punto A, corriente arriba, partió vua motora y del punto B, situado 
más arriba que el puato A por la corriente, salió, simultáneamente, una 
balsa. Pasadas a h ollas se encontraron y, más adelante, se desplazaron sin 
prie: Al legar a D, la molora, detenerse, dio la vuella y alcanzó 
a balsa en el punto 4. ¿Cuánto tiempo navegaron lu balsa y la motora 
hasta encontrarse en el punto A, si sabemos que la velocidad propia de 
la motora es constante? 

La distancia entre dos ciudades es cubierta por un tren rápido 4 h antes 
que un tren de mercancías y 1 li anles que uno ordinario. Sabemos que la 


velocidad del de mercancías constituye $ de la dol ordinario y es 50 km/h 


menor que la del rápido. Hallen las velocidades de los trenes de mercancías 
y del rápido. 

De dos puntos, entre los que hay una distancia igual a 2400 km, salieron, 
simultáneamente, al encuentro un tren ordinario y un rápido. Cada uno 
de ellos se desplaza a velocidad constante y, en cierto momento de tiempo, 
elles se encuentrau. Si ambos se movieran a la velocidad del rápido, su 
encuentro hubiesa acontecido 3 h antes que el momento real del encuentro. 
Si ambos trenes marcharan a la velocidad del ordinario su encuentro se 
hubiera producido 5 h después del momento real del encuentro. Hallen las 
velocidades de los trenes. 

Por una circunferencia de 360 m de largura, se mueven dos puntos, con 
la particularidad de que el primero recorre la circunferencia 1 s más rápido. 
Hallen la velocidad de cada punto si sabemos que el primer punto pasa por 
å 5 4 m más que el segundo. 


- Dos puntos, en movimiento por una circunferencia en una misma dirección, 


se encuentran después de cada 20 s y estando en movimiento en direcciones 
opuestas, cada 4 s. Hallon la velocidad do cada punto, si se sabe quo la 
longitud de la circunferencia es igual a 100 m. 


- Dos puntos que se mueven por una circunferencia en la misma dirección, 
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se encuentran cada 56 min y estando en movimiento en direcciones opues- 
tas, cada 8 min. Hallen la velocidad de cada punto y la longitud de la 
circunferencia, si sabemos que durante 1 s el primer punto cubre una 
distancia H m mayor que el segundo. 

Dos puntos en movimiento por una circunferencia en una misma dirección, 
se encuentran cada 12 min, con la particularidad de que el primero da la 
vuelta a la circunferencia 10 s más rápido que el segundo. ¿Que parte do 
la circunferencia cubre en 1 s cada uno de los puntos? 

Una motonave partió del punto A al B y, después de 7,5 h, tras ella del 
punto A salió una lancha motora. En la mitad del recorrído de A a B la 
motora alcanzó a la molonave. Cuando la primera llegó a B, a la segunda 


le quedaban navegar A de todo el recorrido. ¿Cuánto tiempo es necesario 


JANE que la motonavo pase la distancia de A a B? S > 
el punto A al B salió un tren ordinario, Tras él, 3 l después, partió de A 
un rápido. Éste alcanzó al ordinario en la mitad del recorrido do A a B. 


En ol momento de la llegada del rápido a B el ordinario cubrió E de todo 


el recorrido ¿Cuánto tiempo necesitará el tren ordinario para cubrir la 
distancia de Aa B? 

Del punto A al B salió un peatón. Después de 3/4 h, tras el. partió un 
ciclista. Cuando éste llegó a B al peatón le quedaban por pnsar 3/8 de todo 
el camino. ¿Cuánto tiempo necesitó el peatón para cubrir todo el recorrido, 
si sabemos quo el ciclista alcanzó al poatón en la mitad de la distancia 
de A a B? 

Del punto A al 2, entro los que la distancia es igual a 70 km, salió un 
ciclista, y, cierto tiempo después, un motociclista, cuya velocidad era 
50 km/h, Esta alcanzó al ciclista a 20 km del punto A. Tras haber legado 
a B, 48 min después, el motociclista salió en dirección contraria hacia A 


y so encontró con el ciclista pasadas 2 h 40 min luego de salir éste de A. 
Hallen la velocidad del ciclista. 


- Del desembarcadero A, corriente del río abajo, salieron, simultáncamento, 


una lancha y una balsa. La primera, después de llegar al muelle B, situado 
a 324 km de A, pasadas 18 Ji de escala en él, partió de nuevo on dirección 
de A. En el momento cuando se encontraba a 180 km del muelle A, la 
Ee lancha que salió de A 40 liuras más tarde de la primera, alcanzó 
a la balsa que, liasta entonces, había cubierto una distancia de 144 km. 
Tíallen las velocidades de ambas lanchas, si se sabe que sou iguales y so 
conoce la velocidad de la corriente del rio. 

En el río desemboca un afluente. Una lancha parte del muelle A, situado 
en el afluente, va corriente abajo 60 km hasta el río, a continuación río 
abajo 65 km hasta el desembarcadero B. Mas adelante, por ese mismo 
itinerario, la lancha retorna, necesilando para el recorrido inverso 10 li. 
Hallen la velocidad propia de la lancba si sabemos que para el recorrido 
por el río desde A, la lancha quA 3 h 45 min y la velocidad de la corriente 
del río es 1 km/h menor que la de la corriento del afluente 

Dos nadadores partieron, uno tras olro, en una piscina de 50 metros para 
la distancia de 100 m. El segundo nadador, cuya velocidad es igual a 
a 1,5 m/s, alcanzó al primero en la marca 21 m, después, al llegar a la pared 
opuesta de la piscina, dio la vuelta y se encontró con e! primer nadador 


después de 3 5 de darla. Hallen el intervalo de tiempo entro los momentos 


de partida de los nadadores. 
Del punto A, ea una misma dirección, salieron dos esquiadores, con la 
particularidad de que el segundo partió 0 min después que el primero y que 
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alcanzó a éste a 2 kin de la linca de salida. Al Hegar a la marca de 5 km 
el segundo esquiador dio la vuelta y se encontró con el primero a 4 lan de 
la línea de da. Halten la velocidad del segundo esquiador. 

Dos ciclistas partieron, nno tras otro, con un intervalo do 2 min. El segundo 
alcanzó al primero a Ja distancia de 1 lon de la línea de salida. Si después 
de recorrer 5 km desde la línea do salida, él hubiera dado la vuelta hacia 
atrás, so encontraría con el primer ciclista 20 min después de la partida 
de éste, Hallen la velocidad del segundo ciclista. 

De A a H, simultáneamente, salen un ciclista y un peatón. La velocidad 
del ciclista es dos veces mayor que la del peatón. Al mismo tiempo, a su 
encuentro, de H a A salo el segundo peatón, El tiempo entre los encuentros 


de éste con el ciclista y el primer peatón constituye 18 de la fracción del 
tiempo necesario para su recorrido de B a 4. ¿Cuál de los peatones y cuántas 
veces iba más 1ápido, si hasta encontrarse los dos cubrieron más de do 


toda la distancia de A a B. 

Del punto A al B salió una motonave. A las 8 h ella alcanzó a una lancha, 
quo iba pur ese mismo recorrido, cuya velocidad era igual a 3 km/h. Al 
retornar do A a B, en el que tuvo una parada de 10 mín, la motonave se 
eucontró con esa misma lancha a las 8 h 20 min. Al punto A la motonave 
Mega cuando la lancha alcanza el punto B. Determinen el tiempo do llegada 
do la lancha al punto B, si sabemos que a las 8 h 10 min ella se encontraba 
a 4,5 km del punto A. 

Si un pasajero sale en tren del punto A, al punto 7 Megará después de 20 h. 
Si él vuela en avión, que debe esperar más de dos horas, llegará a B pasadas 
10 h luego de partir el tren, ¿Cuántas veces es mayor la velocidad del avión 


quo la dol tron, si sabemos que tras 2 h de comenzar el vuelo el avión so 


encontrará a la misma distancia del punto A que el tren? 

Del punto A al B salen, simultáneamente, un peatón y un ciclista. Llega- 
do a B ol ciclista da la vuella y, tas 4 h de haber comenzado el movimiento, 
se ecuentea con ol peatón. Después del encuentro el peatón continúa su 
camino hacia B y el ciclista da la vuelta y lambién se dirige a B. Habiendo 
alcanzado B, el ciclista do nuevo retorna y, una vez más, se encuentra con 
el pealón pasados 40 min del primer encuentro. Determinen cuánlo tiempo 
necesitará el peatón para cubrir la distancia de A a D. 

Del punto A salieron ties ciclistas, El primero partió 4 h antes que los 
otros dos que comenzaron el movimiento simultáneamente. Pasailo cierto 
MODA el tercer ciclista alcanzó al primero, mientras que el segundo igualó 
al primero 2 h ilespués que el tercero. Determinen la razón entre las velo- 
cidades de los ciclistas primero y tercero, si la razón entre las velocidades 
de los ciclistas segundo y tercero es igual a 2 : 3. 

La distancia entre los puntos A y B es igual a 105 km. De A a B soli 
autobús a una velocidad de v km/h. Después de 30 min, tras él, salió un 
automóvil, cuya velocidad era igual a 40 km/h. Tras de haber alcanzado al 
autobús, el automóvil da la vuelta y, a la misma velocidad, retorna hacia A. 
¿Con qué valores de la velocidad v el autobús llegará a B antes que el 
automovil llegue a A? 

Simnltáneamente, de los puntos A y B salen dos correos al encuentro uno 
de owo. Pasado cierto tiempo ellos se encuentran. Si el primer correo 
hubiese salido 1 h antes y el segundo, 0,5 h más tarde, ellos se habrían 
encontrado in antes. Si el primero saliera 0,5 h después y el segundo, 
1 h antes, el lugar del encuentro se trasladaría a 5000 m ¿Cuál es la veln- 
cidad de cada correo? j 

Entre los puntos A y Zi se encuentra el C, con la particularidad de que AC = 
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=17 km, BC = 3 km. De A a B partió un automóvil que, al recorrer 
menos de dos kilómetros, se paró. Cierto Liempo después él siguió su camino 
hacia B y, en este momento de tiempo, de C a B partieron un peatón y un 
ciclista, cada uno de los que al alcanzar B, ile inmediato, comenzaron el 
camino inverso. ¿Con cuál de ellos so igualará antes el aulomósvil, si sabe- 
mos quo la velocidad de éste es 4 veces mayor que la del ciclisla y 8 veces 
mayor que la del poatón? 

Del punto A al punto B salió un peatón, Simultáneamente, de B a 
encuentro, partió un motociclista. Al encontrarse con el peatón, el moto- 
ciclista lo montó en su moto, lo llevó a B, allí lo dejó y, de nuevo, partió 
hacia A. Como consecuencia, el peatón alcanzó B 4 veces más rápido de lo 
que planeó. ¿Cuántas veces más rápido hubiera llegado el motoviclista 
al punto A; sí mo hubiera tenido que relornar? 

Del punto A al B se ha traído una mercancía. De A la llevaron primero en 
wügutofucgóm y va continuación: eama camión. Da. distance Tinira] 
trasbordo hasta el punto B es 3 veces menor que desde el punto de trasbordo 
al punto A. Para llevar Ja mercancia de A a B ha sido necesaria una canti- 
dad de tiempo igual ai tiempo requerido para ir de A a B a una velocidad 
de 64 km/h. ¿A qué velocidad marchaba cl camión, si sabemos que la 
velocidad del autofurgón era no más de 75 km/h, así como que si éste v el 
camión hubiesen salido de los puntos A y 8 al encuentro uno de utro, ellos 
so habrían encontrado después del intervalo do tiempo necesario pnta 
recorrer la distancia de A a B a una velocidad do 120 km/h.? 

Dos ciclistas salieron, simultáncamente, al encuentro de los puntos A y Y 
y. pasadas 2,4 h, se encontraron. Si el primer ciclista aumentara la veluci- 
dad el 50% y el segundo, el 20%, para vencer Ja distancia de l a B al 


primero le hubiera hecho falta 3 h más que al segundo ciclista. ¿Cuánto 


tiempo necesita a cada ciclista para cubrir la distancia entre A y B? 
Del punto A al B partió un motociclista. Pasadas 2 li salió tras él un 
automóvil que llegó al punto B al mismo tiempo quo el motociclista. Si 
el automóvil y el motociclista hubiesen salido laltencament de A yB 
al encuentro uno de otro, se habrían encontrado tras pasada t li 20 min 
después de la partida. ¿Cuánto tiempo necesita el motociclista para vencer 
la distancia de A a BÝ 

Dol punto A al H salió unciclista. Al mismo tiempo, de B a A salió un muto- 
scooter y se encontró con cl ciclista 45 min después de su salida. ¿Cuánto 
tiempo necesita el ciclista para cubrir la distancia entre A y B. si sabemos 
que cl motoscooter vence ese mismo recorrido invirtiendo 2 h tnenos?. 
Para recorrer la distancia de A a B una motonave invierte 3 h y para la 
vuella, 4 h. ¿Cuánto tiempo navegará una balsa de A a B? 

Un electricista bajó por la escalera mecánica en movimiento, empleando 
para ello 30 s. La segunda vez él bajó por la escalera mecánica parada 
invirtiendo 45 s. ¿Cuánto tiempo gastaría al bajar si estuviera parado en 
el peldaño de la escalera en marcha? 

Del punto A al B salió un autobús. Al llegar a B él continua el llesplaza- 
miento en la misma dirección. En el momento cuando al autobus alcanzó 
el punto B, del punto A, en esa misma dirección, partió un automóvil. Para 
cubrir la distancia desde A hasta B el automóvil invierte 3 h 20 min renos 
que el autobús en el mismo recorrido. ¿Cuántas horas son necesarias para 
que venzan ese recorrido el automóvil y el autobús, si sabemos que la suma 
de sus velocidades es 1,5 veces mayor que el tiempo necesarin para que el 
automóvil alcance al autobús? 

Simultáneamente, de dos puntos A y B salen, al encuentro uno de otro, un 
ciclista y un autobús. Para ei recorrido de A a B. el colista invierte 2 h 
40 min más que el autobús para recorrer la distancia de D a A, mientras que 
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la suma de dichas horas es ES veces mayor que el tiempo pasado desdo el 


comienzo del desplazamiento del ciclista y el autobús hasta el momento 
de su encuentro. ¿Cuánto tiempo invierte el ciclista para ir de A a B y el 
autobús para vencer la distancia entre B y A? 

Del punto A al B se ha llevado el correo. Primero lo llevó un motociclista 


que, cubriendo z de la distancia entre dichos puntos, entregó el correo 


a un ciclista que le esperaba. El correo fue trasladado de A a B durante e! 
intervalo de tiempo necesario para ir de 4 a B a una velocidad de 40 km/h. 
Sabemos que si el motociclista y el ciclista hubiesen salido de A a B 
Simultánenmente al encuentro, ellos so hubieran encontrado después del 
lapso necesario para cubrir la distancia do A a B a la velocidad do 
100 km/h. Halleu la velocidad del motociclista suponiendo que olla es 
mayor que la del ciclista. 
En una mina de carbón trabajaban primero dos secciones y después do 
cierto tiempo, comenzó a funcionar la tercera, como rosultado de lo cual 
el rendimiento de la mina aumentó 1,5 veces. E por ciento del 
rendimiento de la segunda sección constituye el de la primera si durante 
4 meses las secciones primera y tercera extraen, conjuntamente, tanto 
carbón como arranca la segunda sección en el transcurso de un año? 
Dos brigadas comenzaron el trabajo a las 8 b. Despuás do hacer en conjunto 
72 piezas, ellas comenzaron a trabajar por separado. A las 45 li quedó claro 
que al trabajar por separado la primera brigada produjo 8 piezas más quo 
la segunda. Al día siguiento la primera brigada producía cada 1 h una 
pien más y la segunda durato A h una pin menos que el primer día. 
as brigadas comenzaron a trabajara las 8 hen conjunto y, habiendo hecho 
72 piezas, de nuevo pasaron al CH por separado. En el transcurso de esta 
forma de trabajo, ya hacia las13 b, la primera brigada produjo eyes más 
que la segunda. ¿Cuántas piezas por hora producía cada brigada? 


. Una piscina se llena de agua por el primer tubo 5 h antes que por el segun- 


do y 30 h antes que por el tercero. Es conocido que la enpaciduil de paso del 
tercer tubo es 2,5 veces menor que la del primer tubo y 24 m/l menor quo 
la del segundo tubo, Jlallen la capacidad de paso de los Lubos primero 
y tercero. 

Tres obreros deben hacer 80 piezas iguales. Se sabo que, en conjunto, los 
ires producen por hora 20 piezas. dë primer obrero fue el primero que 
empezó a trabajar. El hizo 20 piezas invirtiendo para hacerlas más de 3 h. 
La testante parle de piezas fue hecha por el segundo y tercero obreros. Para 
acabar todo el trabajo gastaron 8 h. ¿Cuánto tiempo sería necesario al 
primer obrero para producir las 80 piezas? 

Un petrolero se llena de petróleo trabajando dos tubos, con la particulari- 


dad de que cada uno de ellos rellenó de e. de su volumen. Si la cantidad 
d 


de petróleo alimentado por hora por el primer tubo hubiese sido 4,5 veces 
mayor y la cantidad de petróleo alimentado por hora por el segundo tubo 
hubiera sido 4 veces menor, el tiempo necesario para rellenar el potrolero 


aumentaría 4 parte del tiempo que os necesario para lenar el petrolero 


po sólo el primer tubo, ¿Por qué tubo se alimenta mayor cantidad do potró- 
c9 y cuántas veces más? 

Por ttes tubos se alimenta petróleo a un depósito y de él se ovacua por oi 
cuarto. EL primer día los Luhos tercero y cuarto trabajaron 6 h cada uno, 
el segundo, 5 h, el primero, 2 li. Como resultado el nivel del petróleo se 
elevó 4 m El segundo dia los tubos primero y segundo funcionaron 3 h cada 
uno, el Lercero, 9 h, el cuarto, 4 h. Debido a esto, el nivel del petróleo se 
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elovó 6 m más. El tercer día los tubos segundo y cuarto funcionaron 6 b. 
¿Subió o bajó el nivel de petróleo el tercer día? 
Dos obreros realizaron juntos cierto trabajo en el transcurso de 12 li. Si 
al principio el primer obrero hubiera hecho la mitad del indicado trabajo y, 
a continuación, cl segundo la parte restante, todo el trabajo Dubieso sido 
efectuado duranto 25 h. ¿En el transcurso de qué tiempo podría renlizar 
este trabajo cada uno de los obreros por separado? 
Dos obreros realizan cierto trabajo. Pasados 45 min de trabajo conjunto, 
el primer obrero fue enviado a realizar otro trabajo y el segundo obrero 
acabó la parte restante del trabajo en el transcurso de 2 h 15 min. ¿Cuánto 
tiempo necesitaría cada uno de los obreros por separado para realizar todo 
el dE si sabemos que el segundo necesitaría para ak 1 h más que el 
rimero 
Dos tornama debían producir mai determinado nümern ila: piczas; Después 
de lrabajar eu conjunto tres horas, continuó trabajando sólo el segundo 
tornero quo trabajó 4 h más. Después de esto, Ja tarea fue sobrecumplida el 
?$. ¿Cuánto tiempo sería necesario a cada lornero por separado para 
cumplir la tarea, si sabemos que el segundo necesitaría 4 h menos que el 
rimero? 
na piscina puede llenarse de agua con dos grilos. Si el primero se abre 
10 min y el segundo, 20 min, Ja piscina se lfenará. Si el prier grifo so 


abre 5 min y el segundo, 15 min, se llenará 3 de la piscina. ¿En ol Lranscur- 


so de qué tiempo cada grifo por separado puede llenar toda la piscina? 
Dos brigadas trabajaron juntas 15 días, después de lo cual a ellas se unió 
la tercora brigada y pasados 5 dias despues de esto todo ul trabajo fe 
acabado. Sabemos que la segunda brigada produce al día el 20% más que la 
primera. Las brigadas segunda y tercera en conjunto podrían realizar todo el 


trabajo en 10 del tiempo necesario para que todo el trabajo sea realizado 


por las brigadas primera y tercera al trabajar juntas. ¿Si las tres brigadas 
an juntas cuánto tiempo necesitarían para ejecutar Lodo el trabajo? 
a descargar uua barcaza se han destinado dos brigadas do cargadores. 
Si al tiempo duranto el cual puede descargar la barcaza la primera brigada 
añadimos el tiempo que necesita la segunda brigada para hacer ese Lrabajo, 
resultan 12 h. ¿En el transcurso de cuántas horas cada brigada puede 
e la barcaza, si la diferencia entre esas horas constituye el 45% de 
todo el Liempo necesario para descargar la barcaza trabajando juntas las 
dos brigados? 
Para excavar una zanja so destinan dos excavadoras de diferente tipo. 
El tiempo necesario para que la primera excavadora cave la zanja es à 
menor que ol que precisa la segunda para realizar ese mismo trabajo. 
¿Cuántas horas necesitará cada excavadora para excavar la zanja, si lu suma 


n 144 s 
de dichas horas es gg Veces mayor que el tiempo necesario para bacer la 


zanja trabajando juntas? 

Una motonave so carga con grúas. Primero, durante dos horas, trabajaron 
4 grúas de igual potencia, a continuación, a ellas se vuieron los grúas más, 
pero de menos potencia; pusadas 3 h después de esto la carga finalizó. Si 
todas las grúas hubieran comenzado a trabajar simultáneamente, la carga 
hubiese acabado en el transcurso de 4,5 b. ¿Cuánto tienpo necesitan para 
realizar la carga 1 grúa de elevada polencia y 1 grúa de menor polencia al 
trabajar juntas? 

A un foso se alimenta agua uniformemente. 10 bombas iguales, fuacionan- 
do simultáneamente, pueden desaguar el agua del foso lleno en el transcurso 
do 12 h, en tanto que 15 bombas de ese mismo tipo, en 6 h. ¿Cuánto tiempo 
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es necesario para vaciar el agua del foso lleno empleando 25 bombas como 
las indicados ol trabajar ellas conjuntamente? 

Dos fábricas, trabajando juntas, deben transformar cierta cantidad do 
materia prima. Si el rendimiento de Ja segunda fábrica aumentara el doble 
el tiempo necesario para que las fábricas realizaran el trabajo disminuiría 


en js del tiempo que se requeriría para que la primera fábrica cumpliera 
toda la larca. ¿En qué fábrica el rendimiento es más alto y cuántas veces, 
si sabemos que cada una de las fábricas transformó no menos de E de todo 


el volumen de la matería prima? 
Dos brigadas, trabajando juntas, cavaron una zanja en 2 días. Después 
de esto, ellas comenzaron a cavar otra zanja do la misma profundidad 
anchura, pero de una Jongitud 5 veces mayor. Con esto, comenzó a traba- 
Le una brigada y, a continuación, fue sustituida por la segunda que realizó 
una vez y media menos trabajo que la primera brigada. La segunda zanja 
fue acabada en 21 d ¿En el transcurso de cuántos días hubiera podido 
cavar la segunda brigada la primera zanja, si sabemos que ol volumen do 
trabajo realizado por Ja primera brigada por 1 día es mayor quo el ejecuta- 
de por 1 día por la segunda brigada? 
Un recipiente so lena de agua por 5 tubos. Con el primer tubo el recipiente 
se llena «de a en 40 minutos, con el segundo, tercero y cuarto tubos, 
funcionando al mismo tiempo, en 10 min, con el segundo, tercero y quinto 
tubos, trabajando conjuntamente, en 20 min y, por fin, con Pi quinto 
y cuarto, en 30 min. ¿Cuánto Liempo es necesario para llenar el recipiente. 
Si los 5 tubos trabajan juntos? 
Tres líneas automáticas producen iguales artículos, pero tienen diferonte 
rendimiento. El rendimiento de las tros líneas, al funcionar simultánea- 
mente, es 1,5 veces mayor que el de la primera y segunda líneas al Lraba- 
jar juntas, La tarea de turno para la primera línea, la segunda y la tercera 
ineas, trabajando conjuntamente, pueden cumplirla 4 h 48 min antes que 
la priora línea; esa misma tarea se cumple por la segunda línea 2 h más 
rápido que por la primera. Hallen el tiempo necesario para que la primera 
línea cumpla la tarea de turno. 
Dos tractures aran una parcela dividida en dos pastas iguales. Ambos 
tractores comenzaron a trabajar en su correspondiente parte al mismo 
D sadas $ h después del momento cuando ellos, en conjunto, habían 
arado Jo mitad de toda IA parcela, se aclaró que al primer tractor le queda 


Per arar de su parto y al segundo, EX la suya. ¿Cuánto tiempo necesitará 
el segundo tractor para arar el campo? 


. Tresexcavadoras están ocupadas en la excavación de un foso. La dileren- 


cia entre los rendimientos de la primera y tercera excavadoras es 3 veces 
mayor que la diferencia entre los rendimientos de la tercera y segunda 


excavadora. La primera excavadora realiza de todo el trabajo, empleando 
para ello cierto tiempo. Igual intervalo de tiempo será necesario si, pri- 


H " M 
mero, la segunda excavadora realiza g de toda la tarea y, a continuación, 


y 
la tercera excavadora 5 del trabajo restante. ¿Cuántas veces es mayor e) 
rendimiento de la primera excavadora que el de Ja segunda? 


. Un mismo trabajo puede ser realizado por tres brigadas. En el transcurso 


de cierto Liempo, la primera brigada realiza Z de todo el trabajo. Ese mismo 
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A " i " 1 
tiempo será preciso si, primero, la tercera brigada hace 2 dr tola la Lauren 


Sé 
y, a contiuuación, la segunda brigado efectúa yy del trabajo vestante tl 


rendimiento de la tercera brigada es igual a la semisuina de los venilimien- 
tos de las brigadas primera y segunda. ?Cuántas veces es mayor el rendi- 
miento de la segunda brigada que el de la tercera? 

Trabajando juntas, dos brigadas de estuquislas estucaron en D días una es 
«le vivienda. En otra ocasión ellas estucaron un club y realizaron un volu 
de trabajo tres veces mayor que al trabajar en la vivienda. En vl clonb pri 
mero tralajó la primera brigada y, después, fue sustituida pur la segunda 
que acabó el trabajo, con la particularidad de que la primera brigada rea- 
lizó un Lrabajo dos veces mayor que la segunda. El club [ue estueiulo por ella 
en 35 días. ¿En cuántos días podría haber estucado la prunera brigada la 
casa de vivienda, si sabemos que la segunda brigada hubiera inverlido para 
ello más de 14 días? 

Una compra consta de tres objetos: A, B, C. Si A fuera 5, B, 2 y C,2,5 veces 
más barato, la compra costaría 8 rublos. Si el objeto A fuera 2, 11,4 y C, 
3 veces más barato „el precio de la compra sería 12 rublos ¿Cuánto cuesta 
toda la compra y «qué es más caro, Lo B? 

Al mezclar una disolución al 40% de ácido con una disolución al 10% do 
ácido, se obtuyieron 800 g do una disolución al 20%. ¿Cuántos gramas de 
cada disolución fueron tomados con este objelo? 
Tonemos 735 g de una disolución al 21,25% de yodo en alcohol. Hay que 
obtener una disolución de yodo al 10%. ¿Cuántos gramos ie alcoliol hay 
que añadir a la disolución que teníamos? 

Hay acero de dos marcas, una de las cualos contiene el 5% de níquel y la 
otra, el 10%. ¿Cuántas toneladas de cada una de estas marcas de acero hay 
que tomar para producir una aleación que contenga el 8% de níquel, si eu 
el segúndo trozo hay 4 t más de níquel que en primero? 

En 500 kg do mineral hay cierta cantidad de hierro. Dospnés de extraer 
de fa mona 200 kg de impurezas, quo conlentan, por lérmino medio, el 
12,5 % de hiorro, el porcentaje do hierro en cl resto de la mena aumentó 
el 20%. ¿Cuánto hierro quedó en la mena? 

Una mena contiene el 40% do impurezas, mientras que ol metal fundido 
de ella, el 4% do ellas. ¿Qué cantidad de metal se obtendrá de 24 t do 
la mena? 

De 40 t de mena se funden 20 t de metal con un contenido del 6% de impu- 
rezas. ¿Cuál es el por ciento de impurezas en la mena? 

De 38 t de materia prima do segunda calidad, que contiene el 25% de 
impurezas, después de la tranformación se producen 30 t de maleria prima 
de primera calidad. ¿Cuál es el por ciento de impurezas en la materia 
prima de primera calidad? 

Los hongos frescos contienen el 90% de agua, los secos, el 12%. ¿Cuántos 
hongos secos se obtienen de 88 kg de hongos frescos? 

Las abejas quo transforman el néctar de las flores en miel, lo liberan de 
una considerable parle de AES &Cuáutos kilogramos de núclur han de 
Wansformar las abejas para obtener 1 kg de miel, si sabemos que el néctar 
contiene en 7096 de agua y la miel que de él se obtiene, el 17%? 

Dos aleaciones contienen dos metales. La primera aleación contiene los 
molales en una razón do 1 : 2, Ja segunda, de 3 : 2, ¿En qué tazón hay quo 
tomar parles de eslas aleaciones, para obtener una nueva aleación con una 
razón de los metales de 8:7? 


- Hay dos disoluciones de un ácido de diferente concentración. El volumen 


de una de las disoluciones es do 4 1, el de la otra, 6 1. Si éstas se juntan. 
entonces obtenemos una disolución del ácido al 35%. Sin embargo. si se 
juntan iguales volúmenes de dichas disoluciones, obtenemos una disolu- 
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ción del ácido al 36%. ¿Cuántos litros de ácido contiene cada una do las 
disoluciones iniciales 
40 kg de una disolución de sal se vcharon en dos recipientes de forma que 
en el segundo recipiente resultó haber 2 kg más de sal pura que on el pri- 
mero. Si añadimos al segundo recipiente 1 Kg de sal, la cantidad de ésta en 
él será dos veces mayor que en «P pri mer recipiente. Hallen la masa de la 
disolución contenida en el primer recipiente. 


. Tenemos tres lingotes. La masa del primero es de $ kg, la del segundo, 


de 3 kg y cada uno de ellos contiene el 30% de cobre. Si el primer lingote 
se funde junto con cl tercero, obtenemos un lingote que contiene el 56% de 
cobre, mientras que al fundir conjuntamente los lingotes segundo y tercero, 
se obtieno un lingote que contiene el 60%. Hallen la masa del tercer lingoto 
y el porcentaje de cobre en él. 

Ilay dos lingotes do oro con plata. El porcentaje de oro en el primer lingote 
es 2,5 veces mayor que en el segundo. Si fundimos juntos ambos lingotes, 
se obtiene un lingote en el que habrá el 409% do oro. ¿Cuántas veces la 
masa del primer lingote es mayor que la del segundo, si se conoce que al 
fundir partes de igual masa de lbs lingotes primero y segundo se obtiene 
un lingote que contiene el 35% de oro? 

Una aleación de cobre y plata contiene 2 kg de cobre más que de plata. 


` 
Si añadimos a la aleación 2 dela cantidad de plata quo ella contiene, el 
16 a 


porcentaje de plata en la nueva aleación será igual al porcentaje de cobro 
en la aleación inicial. Hallen la masa de ésta. 
May que tomar varios litros de un líquido a la temperatura a? y otra canti- 
ad de esc mismo líquido, poro a Ja temperatura b°, para obtener la tempe- 
ratura c? de In mezcla. No obstante, del segundo líquido se tomó tanto como 
se suponia tomar del primero y viceversa. ¿Qué temperatura de la mezcla 
se obtuvo? 4 
Un recipiente de 12 1 de capacidad está lleno de un ácido. De él so vierto 
cierta cantidad de ácido al segundo recipiento do la misma capacidad 
y éste so rellena de agua. A continuación, el primer recipiento se llena 
con Ja mezcla del segundo. Después de esto, del primer recipiente se echan 
4 1 ul segundo, tras lo cual en ambos recipientes la cantidad de ácido puro 
(en las disuluciones) resulta ser igual. ¿Cuanto ácido fuo vertido iniciolmen- 
te del primer recipiento al segundo? 


. En un recipiente con agua se echaron 6 1 de una disolución de alcohol al 


64% y, a continuación, tras realizar el mezclado completo, se vertieron 6 ] 
de la disolución ohteuida. Semejante operación se efectúa 3 veces. ¿Qué 
cantidad de agua había inicialmente en el recipiente, si la concentración 
definitiva del alcohol se hizo igual al 37%? 

Un trozo de 6 kg de masa de una aleación contiene cobre. El trozo de otra 
aleación de 8 kg de masa contiene cobre en un procentaje dos veces menor 
que en el primer trozo. De éste se ha cortado cierta parte y del segundo 
trozo se corta una parte que por su masa es dos veces mayor que la cortada 
de primer trozo, Cada una de estas parles se funden con el resto del otro 
trozo, después de lo cual se obtuvieron dos nuevas aleaciones con igual 
porcentaje de cobre. ¿Cuál es la masa de cada una de las partes cortadas 
inicialmente da ns trozos? A 

Do un recipiente Heno de glice: se han vertido 2 1 de ésta y a la glicori- 
na restante añadieron 2 1 do agua. Después del mezclado se sacaron 21 de la 
mezcla y añadieron 2 1 de agua. Por fin, se realizó de nuovo lu agitación de 
la mezcla y de ella se sacaron 2 y añadieron 2 1 de agua. Como resultado 
deostas operaciones el volumen de agua en el recipiente es 3 1 mayor que el 
volumen de glicerina que en él queda. ¿Cuántos litros de glicerina y do 
agua quedaron en el recipiente a consecuencia de la operaciones realizadas? 
De dos depósitos uno está lleno de glicerina y el segundo, de agua. So toman 
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dos cucharones de tres litros. Con el primer cucharón se saca el contenido 
del primer depósito y, con el segundo, el contenido del segundo depósito, 
después de lo cual el primer cucharón se vierte al segunda ilepósito y el 
segundo cucharón, al primer depósito. A continuación, iras realizar el 
inezclado, esta operación se realizó una vez más y, camo resultado, la 
p pura ocupó la mitad del primer depósito. Hallen los volunienes 
e los depósitos, si se conoce que su volumen sumario es IO veces major 
que el del primer depósito. 

606. Después de fundir dos trozos de arrabio de igual maso con diferente 
contenido de cromo, fue obtenida una aleación que contenía 12 kjr de cromo. 
Si la masa del primer trozo hubiera sido dos veces mayor, en la aleación 
habría 16 kg «le cromo, Se sabe que el contenido de crono vn el primer 
trozo era el 5% menor que en el segundo. Hallen cl porcentaje de cromo 
en cada uno do los trozos de arrabio. 

607. Tenemos tres aleaciones. La primera contiene el 61% de alunima, ol 15% 
de cobre y el 25% de magnesio, la seguida, el 39 de cubre y el 10% 
de magnesia, la tercera, el 45% de aluminio y el 55% de magnesio, Es 
preciso producir de ellas una aleación con un contenido del 29; de cubre 
¿Qué porcentaje mínimo y máximo de aluminio puede haber en la mueva 
aleación? 

608. Tenemos tres aleaciones. La primera aleación contiene el 45% de estañu y 
el 55% de plomo, la segunda cl 111% de bismuto, el 40% ie estaño y el 
51% de plomo, la tercera, el 3096 de bismuto y el 7% de plomo. Es 
necesario elaborar de ellas una nueva aleación que conteuga vl 15% de 
bismuto. ¿Qué porcentaje minimo y máximo de ploino puede haber en la 
nueva aleación? 
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Llevan el nombre de irracionales aquellas ecuaciones en las que 
la variable se encuentra bajo el signo del radical o bien bajo el 
signo de elevación a una potencia fraccionaria. Semejantos ecu: 
ciones se consideran sobre el campo de los números reales. Al resol- 
ver las ecuaciones irracionales se hace uso de dos métodos funda- 
mentales: 1) elevación de ambos miembros de la ecuación a una 
misma potencia; 2) introducción de nuevas variables (auxiliares). 
Pero, en ciertas ocasiones, es preciso emplear, asimismo, procedi- 
mientos arlificiales de resolución de las ecuaciones irracionales. Al 
elevar ambos miembros de la ecuación a una misma potencia, hay 
que tener en cuenta que si n es un número impar, las ecuaciones 
1 (x) = g (2) y (f (2)))" = (g ())" son equivalentes; si n es un número 
par, la ecuación (f (z))^ = (g (z))" es la consecuencia de la ecuación 
f(x) = g (z), es decir, al pasar de la ecuación f (z) = g (2) a la 
(f Lait = (g (z))" pueden surgir raíces extrañas. P.ej., la ecuación 
z — 1 = 3 tiene una raíz z = 4, mientras que la ecuación (o — 1) 
= J* kieno dos raícos: z, = 4, z, = —2, una do las cuales (precisa- 
menle z = —2) es exlraña para la ecuación z — 1 = 3 

Al resolver ecuaciones irracionales, con [recuencia se emplea la 
fórmula (V7 (z))^ = f (2), cuyo empleo cuando n es par puede con- 
ducir a la ampliación del campo de definición de la ecuacion (para 


(1o) con n par es natural la acotación f (2) 22 0, miculras que 
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al sustituic (YF 2)" por f (2), dicha acotación desaparece). 

Por estas (y olras) causas, al resolver ecuaciones irracionales, en 
la mayoria de los casos, es necesaria la comprobación de las resolu- 
ciones halladas. En función del Lipo de Jas resoluciones oblenidas 
(simples o complejas), así como en dependencia del procedimiento 
de resolución de la ecuación, puede ser elegido uno u olro procedi- 
miento de verificación. 

1. Resolución de ecuaciones irracionales según el método de eleva- 
ción de ambos miembros de la ceuación a la misma potencia. 

FJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 


Vri- Y 2+0=6. (1) 
soLución Ulevemos ambos miembros de la ecuación al cuadrado: 
r—14-2 y (2-0 2z4- 0) --2z 4-6 — 36 
y, a continuación, 2 y 22446 — — 34431, 
Después de elevar al cuadrado Ja última ecuación, obtenemos: 
8x* + 167 — 24 = 9i? — 186x + 9Ul 
y, seguidamente, 2° — 202r A 9852-0, de donde z, $0, 1 =197. 
VERIFICACIÓN. Las raíces halladas son fácil de verificar poniéndolas 
direclamenle en la ecuación (1). 


1) Va i+ yz r6-y5—1- V2-5--6-6. Así, pues, 
zs 5 es la raíz de la ecuación prefijada, 

2) Vz,—i-- y 2z,4-6 — V 197 — i 4- V 2-197 +66, es decir, 
z,— 197 os una raíz extraña, De modo, sólo z—5 es la raíz de la 
ecuación dada. 

EJEMPLO 3 Resolvamos la ecuación 

Ya *z—5-4-Y zr8z—4-5. (2) 
soLUcIÓN. Transformemos la ecuación (2) a la forma 
Vx xz—5-5—yz348:r—4 
y elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 
Dr—5=25—10 74 8144 2? -4-8z— 4. 
Separeios la raíz y reduzcamos los términos semejantes: 
10 Y zi 82 —4 — 124-26, (3) 
elevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación (3): 
100 (z* + 8z — 4) = De + 20)? o bien 
51x? + 436z — 1076 = 0. 
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De esta última ecuación hallamos: z,—2, z, = — si "s 

VERIFICACION. La primera de las raíces halladas es fácil de veri- 
ficar poniéndola en la ecuación inicial. Semejante prueba muestra 
que z, = 2 es la raíz de la ecuación (2). El intento de comprobar de 
esle mismo modo la segunda raíz conduce a laboriosos cálculos. Pero 

: 538 

podemos operar de otra manera. Aclaremos si z, = -3 es la 
resolución de la ecuación (3). Notamos que con esto valor el primer 
miembro de (3) es posilivo y el segundo, negativo. O sea, t, = 
= E no es la raíz de la ecuación (3). Pero ésta es el corolario 
de la ecuación (2), entonces, aún menos, z, no es la raíz de (2). Así, 
pues, la raíz de la ecuación (2) es z — 2. 


EJEMPLO 3. Resolvamos ¡la ecuación Y z4- 1 — Y 2z — 6 -- 2. 
SOLUCION. Después de separar 1/2z— 6, obtenemos: y 


-Vyzli-2. 
Elevamos ambos miembros de esta ecuación al cubo: 


2z—6= (z4-1) V z-1—0 (2+1) 412/2418. 


Después do reducir los Lórminos somojantos y separar la vaiz, 
oblenemos la ecuación (z 4-13) Yz 3-1 — 8 (z +1), de donde 
(14 13) (x + 1) = 64 (2 + 1) y, seguidamente, (x +1) < 
X ((z -+ 13)? — 04 (z + 1)) —0, o bien (z + 1) (22 — 38x + 105) = 
==. 


Así, pues, el problema se reduce a la resolución del coujunto: 
€ 41-0; z — 38x + 105 = 0, 
de donde hallamos z, = —1, z, = 3, z, = 35. 
VERIFICACION. Poniendo los valores hallados de z eu la ecuación 


dada nos cercioramos de que lodos ellos son sus raíces. 
EJEMPLO 4. Hesolvamos la ecuación 


Vz--2x—3- Y 12(z—1). (4) 


SOLUCIÓN. Elevemos al cubo ambos miembros de la ecuación (4), 
haciendo uso de la fórmula del cubo de la suma de dos números li- 
geramente variada, o sea de la fórmula (a + b) = «? + U5 -+ 

+ 3ab (a + b). Obtenemos: 


EE EK pa 
8—0204 


12(r— 1) (0) 
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Empleando la ecuación (4), sustituyamos la expresión Vik 
+y 223 por la expresión Y 12(z— 1). Obtenemos: 
3x—3 4+3/2(22—3) Y 12(2— 1) - 12 (s—1) (0) 
o bien V z (2x —3) 12 (z — 1) 2 3 (z —1). 


Elevemos al cubo ambos miembros de la ültima ecuación: 
12x (22 — 3) (x — 1) = 27 (z — 1), 


y, a continuación, (x — 1) (4x (2z — 3) — 9 (z — 1) = 0, de 
donde hallamos: z, = 1, 22,5 = 3. 

VERIFICACION. Poniendo los valores hallados de z en la ecuación 
(4) nos cercioramos que ellos la satisfacen. 

OBSERVACIÓN. Como al resolver la ecuación (4) empleamos la elevación de 
ambos miembros do la ecuación al Subd M como sabemos, la elovación a una 
potencia impar no viola la equivalencia de la ecuación, al parecer Jas solucio- 
nes halladas pueden no sor probadas. Pero la cosa no os así. Al pasar do la 
ecuación (5) a la (0) sustituimos la expresión V z +y 2z — 3 por y 12 (z —1). 
Está claro, que toda raíz de la ecuación (5) os, asimismo, raiz de la (0), mien- 
tras que lo inverso, por regla, no es cierto. Esto significa, que la ecuación (0) 
es el corolario de la (5), por lo que la prueba es necesaria. E! siguiente ejemplo 
confirma esta idea. 


EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación YVi=i4+Y2-1 
SOLUCIÓN. Conscculivamente tenemos: 


4. 


(22—1) 4-(2— 1) 2-3 (12— 1) 6— 1) (/ 22—1 Y 2—1) 1, 
3Y(2z—1)(2—1)—3—3z, (2z—1) (z—1) - (1—2)* 


` (x—1) (2z— 1) + (2—1)?) =0, de donde z, 4, San, 


VERIFICACION. Poniendo los valores hallados de z en la ecuación 
dada nos cercioramos do que el valor z, = O no satisface la ecuación. 
La ecuación inicial tiene una sola raíz z — 1. 

2. Método de introducción de nuevas variables. 

EJEMPLO 6, Resolvamos la ecuación 


a1--3— y 224-3124 2 — 1,5 (244). (7) 


sonución. La separación do la raíz y la elevación al cuadrado do 
ambos miembros de la ecuación (7) nos conduciría a una voluminosa 
ecuación. Pero si observamos con atención la ecuación (T), podre- 
mos advertir que ella se reduce con facilidad a la forma cuadrática. 
En efecto, al multiplicar ambos miembros de la ecuación por 2, 
obtenemos: 


224 6—2 V 2x? — 3x 2 — 3z 4-12 
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y, a continuación, 
202—314+2—2 y 222314 2-8=0. 
Haciendo y —Y 217 — 3z + 2, obtenemos: y? — 2y —8=0, 


de donde y, = 4, y, = —2. O sea, la ecuación (7) es eyuivalento al 
siguiente conjunto de ecuaciones: 


2r? —3142=4; Y 222 et —2 
y 
7 


De la primera ecuación de este conjunto, hallamos: z, =p fu 
= —2. La segunda ecuación no tiene raíces. 

VERIFICACIÓN. Como la ecuación (7) es equivalente a la ecuación 
y 22 — 3x + 2 = 4 (yn que la segunda ecuación del conjunto no 
tenía soluciones), los valores hallados pueden verificarse sustitu- 
yéndolos en la ecuación V 2z? — 3z F 2 — 4. Esta operación 
muestra que ambos valores de z son la raíces de la indicada ecuación 
y, por lo tanto, de la (7). 

EiEMPLO 7. Resolvamos la ecuación 


22—5--2Y 225142 Y x—54-2Y 7=48. (8) 


Con 


SOLUCIÓN. El campo de definición de la ecuación es zz 
esta condición, tenemos zz» 0 y z — 5> 0, por lo que 


yxt-5:-yzr(r—5)-Yzyz—9. 


Como 2x = Ska, podemos reescribir la ecuación (8) de la si- 
guiente forma: 


z4z—5-2yzyz—542Vyz—542Y2z—48—0 
o bien (V z)?4-2Y zy x —5--(Y 25)? -- 2(V 254 Y 2)—48==0, 
es dir, (V z—84- V z)? 4-2(V z 5-- Y 3) — 48 — 0. 


Haciendo y = V z — 5 -+ Y z obtenemos la ecuación cuadrática 
y? 4 2y — 48 = 0, de la que haliamos: y, = 06, y, = —8. Así, 
pues, el problema se redujo a la resolución del conjunto de ecuacio- 
nes: 


yzc5-.-yz-6; Yz—5-yz-—-8. 
De la primera ecuación del conjunto hallamos == Gy. 


la segunda ecuación del conjunto no tiene soluciones. 


ES 


VERIFICACION. Es fácil mostrar que z= (43 


2 e 
) es la raíz de 


gr 
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ecuación Y z —5-- y z—6. Pero esla ecnación es equivalente a la 
ecuación (8), por lo que z— (GR) es también la raíz de la ccua- 
ción (8). 

A veces, al resolver ecuaciones irracionales es cómodo introducir 


dos nuevas variables auxiliares. 
EJEMPLO 8. Rosolvamos la ecuación 


VEH AE SCH (9) 


u= MI 
v-y15Tz. 


Entonces, la ecuación (9) toma la forma u + v = 2. Pero con el 
fin de hallar los valores de las nuevas variables, es insuficiente te- 
ner una ecuación. Blevando a la cuarta potencia ambos miembros de 


las dos ecuaciones del sistema, obtenemos: fut = i — zx 
v=1+x 


Sumomos lag ecuaciones del sistema: ut + v* = 16, 
Asi, pues, para hallar u, v tenemos el siguiente sistema simétri- 
co de ecuaciones: 


SOLUCION. Hagamos | 


estera 
u’ -vt = 16. 


Después de resolverlo (véase la pág. 79), hallamos (limitándonos 
a las soluciones reales): 


[ir [Rcs 


9-2 ' lo,=0. 


El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de siste- 
mas de ecuaciones: " pis 


, pew 


Y 153-0. 


Resolviendo este conjunto, hallamos: z, = 1, z, = —15. 

LA VERICICACIÓN (su realización se efectúa con la mayor facilidad 
poniendo los valores hallados en la ecuación inicial) nos persuade que 
los dos valores hallados de z son las raíces de la ecuación inicial. 
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OBSERVACIÓN. Este procedimiento puede también ser utilizalo al resolver 
algunas de las ecuaciones aualizadas más arriba. P. ej., al resolver la ecuación 


Vzr4-1— His 6 — 2 (véase el ejemplo 3, pág. 113), se puede hacer 
Tr = yz T 1 


y, entonces, llegaríamos al sistema de eeuaciones: 


EJEMPLO 9. Resolvamos la ecuación 


y E a T 
SOLUCIÓN. Haciendo 
i (n 


Ve Viyet 


llegamos a la ecuación u —v = 3. Multipliquemos entro si los 
segundos miembros de las ecuaciones del sistema (11): 


El resultado obtenido conduce a otra ecuación con relación a las 


nuevas variables: ww = 28. Habiendo resuelto el sistoma q —v=3 
uv = 28, 


hallamos: 
nes (^ =-4 
vy=4” lo =—7. 
Así, pues, llegamos a un conjunto de sistemas de ecuaciones. 
De él sólo escribamos el sistoma que corresponde a los valores posi- 


tivos de u, y v, (el sistema que corresponde a los valores negativos 
de uz, va, de antemano no tiene soluciones, por lo que es omitido): 


(VAIS 

/ VPF EZ 

PA AA (12) 
V z V +28: 
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Resolvamos la segunda ccuación del sistema (12). Elevemos al 


cuadrado sus ambos miembros: z V z?-28?— z? — 16 y, a conli- 
nuación, 


zy 2E sag. (13) 


Ahora, olevemos al cuadrado ambos miembros de la ecuación 


(13): 


e (z* +28) = (2? + 16)? (14) 
y, más adelante, 752z? — 256 = 0. 
De esta última ecuación hallamos: x, MEL — AER 


VERIFICACION., Está claro que z, no satisface la ecuación (13) y, 
por lo tanto, asimismo, la segunda ecuación del sistema (12). Pro- 
bemos z,. Como con z > O las ecuaciones (14), (13) y la segunda ecua- 


e e A Ay ái M 
ción dol sistema (12) son equivalentes, z = es la solución 


de la segunda ecuación del sistema (12). Ahora, debemos cerciorar- 
nos que el valor hallado de z, satisface también la primera ecuación 
del sistema (12) (sólo on este caso podemos considerar este valor co- 
mo solución del sistema (12)). Reduzcamos dicha ecuación a la equi- 
valente, pero más sencilla. Tenemos: 


y PE —7, VAF Le Aën, PIFI 483, 
2428: Aën, (48: — 1) 1? = 28, 


de donde, e — A. 
41 


El valor de x, satisface la última ecuación y, simultáneamente, 
la primera ecuación del sistema (12). 
n 
43 es la solución del sistema (12) y, por consi- 
guiente, de la ecuación (10). 
FSEMPLO 10. Resolvamos la ecuación 
Y (—2)(2—32) — y -D6=33)=1. (15) 


SOLUCIÓN, Hagamos 


se Aa (z—32) 
v=Y (2—1) (— 33). 


Entonces la ecuación (15) toma la forma: u — v = 1. Para obtener 
la segunda ecuación con relación a las nuevas variables u, v 


Asi, pues, z = 


(16) 
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elevamos a la quinta potencia ambos miembros de la primera ecua- 
ción del sistema (16) y la segunda, a la cuarta potencia. Obtenemos: 

uš = 3? — 34r +64 
v — r? — 34r +33, 


de donde ul — v* = 31. Asi, pues, para hallar u, v tenomos el si- 
guiente sistema de ecuaciones: 


u—v=1 = DEE 
oct 0 bien eset a PS 
de donde 
v=u—1 
le gege, Side Bet, an 


De la segunda ecuación del sistema (17) hallamos u; = 2. Des- 
pués de dividir el polinomio uh — u* + 4u’ — 6u? + 4u — 32 
por el binomio u — 2, en el cociente obtenemos u* + u? + Uu? + 

+ Ou + 16. 

Así, pues, el sistema (17) es oquivalento al conjunto de siste- 

mas: 


eoi PETE 
u—2=0; ut + u? 4- 6u* 4- 6u 4- 16 — 0. 

Del primer sistema hallamos: u; — 2, v, = 1. 

El segundo sistema es más complicado. Durante su resolución 
hay que tener en cuenta lo siguiente. Como *y/ (z — 1) (z — 33) =v, 
entonces v>0. 

Ya que u —v — d, u —v--1 y, por consiguiente, uz l. 
Está claro que la ecuación 


ut + u? y Gu? + bu + 16 — 0 


no tiene soluciones que satisfagan la desigualdad u7» 1. 
Así, pues [n = 2 es la única solución del sistema (17) 
DELE! 
y sólo nos queda resolver cl siguiente sislema: 


ta (z—32) - 2 
V (z—1) (233) - 1. 


Tenemos: dii aa =2 
V 3: — Sz 1. 


120 Primera parte. Algobra. Capítulo II 


Hagamos y = 2* — 3Ááz + 33, entonces el sistema adquiere la 


lorma: 
n 31-2 
Vi=1. 

De este sistema hallamos: y = 1. Entonces, 4? — 34z 4- 33 = 1, 
de donde z,, —17 + V357. 

VERIFICACIÓN. Al analizar las transformaciones realizadas en di- 
versas etapas de la resolución (todas ellas son equivalentes, de lo 
que pueden cerciorarse por su cuenta), llegamos a la conclusión de 
que los valores hallados de z son las raíces de la ecuación (15). 


3. Métodos artificiales para resolver ecuaciones irracionales. 
FJEMPLO lil, Resolvamos la ecuación 


V 2x3 3-3z 8 4- V 222 —8z4- 5 — 32. (18) 
SULUCIÓN. Multipliquemos ambos miembros de la ecuación por 
Ja expresión q(z)— V 2z3-E 3x 4-5 — V 22 — 8z 4-5, conjugada a 


la expresión Y 2443245 + Y 27 32 + 5). 

Como (V 22 F 32454 V 224-3245) (V 2 Ae 4-5 — 
—V 32:3 — 3r F5) =(2224 32 +5) — (222 — 3x + $)e6z, la ecua- 
ción (18) toma la forma: 

61 = 3z(V 2234 32 45— V 233 — 3z-E 5) 

o bien z(V Zait ein V Zx£—3z-- 57-2) — 0. (19) 

Es fácil notar que z, — 0 es una do las raíces de la ecuación (19). 
Nos queda por resolver la ecuación 

y 2z-E3z5— y 22—3z:35-2. ' (20) 


Después de sumar las ecuaciones (18) y (20), llegaremos a la ecua- 
ción corolario 


2y2z r3z-r 5 —3z--2. (21) 


Resolviendo la ecuación (21) según el método de elevación al 
cuadrado, obtenemos: 82? + 12z + 20 = 92? + 122 + 4 y, segui- 
damente, z? = 16, de donde z, = 4, z; = —4. 

VERIFICACION. Poniendo, una tras otra, en la ecuación (18) los 
valores hallados z, = 0, ze = 4, 1, = —4, nos cercioramos de que 
dicha ecuación sólo se satisface con el valor z, — 4. Así, pues, 
x = es la única raíz de la ecuación (18). 

EJEMPLO 12, Hesolvamos la ecuación 


Yz—14-2V3z42—4-4- Y 3—2. (22) 
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soLUCIÓN. En el caso dado, ninguno de los procedimientos indica- 
dos más arriba proporciona exitoso resultado. Intentemos hallar, 
segün el método de pruobas, alguna solución de la ecuación. El cam- 
po de definición de ésta se prefija con el sistema de desigualdades: 
as de donde obtenemos: 1 < ze 3. Es decir, la solución 
debe ser buscada sólo en este in- 
tervalo. Probando los valores ente- 
ros de z en ese intervalo, halla- 
mos que z —2 es la raíz dela ecua- 
ción dada. Si, ahora, demostramos 
que la ecuación inicial no tiene 
otras raíces, de este modo la solu- 
ción de la ecuación será terminada. 

En el segmento (1; 3] la fun- 
ción f (z) = Yz —1--2y3z +2 
es creciente, mientras que la fun- 
ción g(z) —4-- V3 — z, decre- Fig. 4 
ciente. Pero, on este caso, si la 
ecuación f (z) — g (z) tiene raíz, ésta será sólo una (fig. 4). Asi, 
pues, x = 2 es la única raíz de la ecuación (22). 

^. Sistemas de ecuaciones irracionales. 

EJEMPLO 13, Resolvamos el sistema de ecuaciones 


3:—2y 2r 
v. Se EE 2 (23) 
Aug — 1 2 3y (z— 1). 
SOLUCIÓN, Hagamos u= y 9g. Entonces, la primera cent- 
ción del sistema toma la forma: u+L=2, de donde hallamos: 


u=1, 
De esta forma, la solución del sistema (23) se reduce a resolver 
el siguiente sistema: 


y Egi -à 
( 2s (24) 
Ay* —1 = 3y (z— 1). 

Elevando al cuadrado ambos miembros dela primera ecuacióu del 

sistema (24) y eliminando el denominador, hallamos el sistema: 
31—2y=2x 
[e =3y (11), 

42,22 A =1 


(25) 


1 


del que obtenemos: dë $ ned. 
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VERIFICACIÓN, El sistema (23) es equivalente al (24). Como ambos 
miembros de la primera ecuación del sistema (24) no son negativos, 
entonces con z s 0 el sistema (24) es equivalente al (25). De este 
modo, las soluciones del sistema (25) también lo son del (23). Así, 


pues, las soluciones del sistema (23) son los pares (2; 1) y (1; D 
EJEMPLO 14. Resolvamos el sistema de ecuaciones 
BET 
Vem Gy -2. 


obtenemos el sistema 


u= fi= 
SOLUCIÓN. laciendo y ic 
v= rF 2y 


2u+v=4 
l del cual hallamos: u —1, v —2. 
ttU — 2, 


Así, pues, el problema se reduce a resolver el siguiente sistema 


ET ER 


o bien E. 16, 


t 1 
yxT2y-22 
de donde z — 6, y — 5. 

Es fácil comprobar que la solución hallada del ültimo sistema es 
también la del sistema inicial. Así, pues, el par (6; 5) es la solución 
del sistema dado de ecuaciones. 


EJERCICIOS 

Resuelvan las siguivules ecuaciones: 
600. Veit 2—z-3. 610. Vip1—-YI=1=/ 2-12 
614, 22454157 F6 12242. 
612. VI—V z Fl Y zk9—Y zt án. 
613. V2z-E V etici 614. (142) V CE? 
615. V 311-4 y SH, 616. 125 Y 1— Y ác Ze, 
617. V 1— EE E 
on. Y 54 yz Y 53 1 
3331—2z T Y 38 —224-8—1. 
Sc par 8— y 3a px 1-1. 
022. y F+ Y eet, 
624. Y 33 8-- Y 23 4-8—6. 


it, 


z 
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ou. Y 5-2 1/23 
SH ip V Ey 5—z 


628. z V zip18—y :j SEI 
029. 2 —4z—6 = V 223 —8z F 12. 
030. (z--4) (z--1) —3 Y Site F2 
631. V SEES 22 =r T. 


632. 22325 Y üi-pz—2- 2,75 -2 D 


633. z y/2—2—0. 
634. z—4 Y DF V z--6—0.. 635, 4r—3] 2—1—0. 
636. 2262 V 25 -2—0. 

037. V zz Y zy EAS. 
638. V AFFI +V FF 


ca. Vz842Y TF VE Ti-4 
Yx2t3 Y Déi 
Tata. 
Ae VE H SÉ, 
L14 V SES Y 2278 (hallen las soluciones positivas). 
06. E E HE y IT de 
647. Y x-F24- Y 12—2—6. 

ETT p 
eg. VISA s — V s emn. 
649. Y xp—y 32F2 650. Y z4-Y z—1-1 
051. VIV JS sat ees 
053. 1/22 —1-- yz? ar 
654. Y 241-2334). T5 Ze, 
59. NIP] z— ) z—8. 
y9—Y zYi-Y T+V £3i-4. 
BEES s—y z-3 18. 
xus tee 2 
058. Y 784124 V2-Y EK 9 
sn, y PI Bun mm VET TY: 
601. z 1/35 —23 (24 35125) =30. 
602. z -+y 17 Ze? . 
663. $ z—2--p 6—2— Y 2. 664. 4 77 
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5 

2:42 (6—2( 

3 

D E HEH 
Ee 


7 
670. 4 (V TFz—1) (1 Tat Us 
SE y F=. 

672. V Darp Iy hrr 13 
673. VES Ne D+ tee UH. 

67%. ViTi] entree e Et 1á—3z— 2i. 
675. Y z—1-- Y IT-42 Y (z—1) (2 äh e A 3 
076. Y Zx-3-- Y IFI =3r-H2 V F Sr F3 10. 


Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


^Y a y 
679. z 


ViFy+ yV bs Hei, z—y=5. 


UE 
Jod ciii 
5. 


V GE yu — y -8. 


aut Y xy 
Go ei y^ d ry 84. 


T t Kata zb gay. Leet 
Siutuirz äi, w= 


603. 


694. 


695. 


== 


096. 


698. 


609. 


$ 13. 
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DEE 
Ire Vx. 
DEA EEN 


WEEN EEN, 
Vi+Vy+i=1 
ViFI4V y=1. 


V Eye 
Töz T == 
VE TV 


VIF y+ ry F= 


Se? 

VAVN = r. Ere, 
EEA ES 697. 4 Y ga Y zz 5 

Vix Yz-Y,-Yi-i. Y etl spe. 

Vis? 

VytukVirie5 

VIH V 2 Fy= 4. 


Y 3—À-E Y y4- FA = 
2yz—á—yy—AY Sen —12 
t+y+ 


Ecuaciones exponenciales 


A 
funda 


resolver ecuaciones exponenciales se empleau dos wélodos 
mentales: 1) paso de la ecuación oi = a4'v a la ecuación 


f (3) = g (2); 2) introducción de nuevas variables. Ein ocasiones, es 


precisi 
1. 


o aplicar procedimientos artificiales. 
Ecuaciones exponenciales. Examinemos las ecuaciones «del ti- 


po a/ (9 = ag), donde a >0 y a +41 y aquellas que se reducen a 


ellas. 


La resolución de semejantes ecuaciones se basa en el siguiente 


teórema. 
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TEOREMA. $1 a > Q y a1, la ecuación al) = a£ ©) es equivalente 
a la ecuación f (z) = g (2). 

LimmPLO 1, Resolvamos la ecuación 2*-2* = 2779, 

soLución La ecuación dada es equivalente a 12? — 2z = 3z — 6 
y» por lo tanto, las raíces de la última ecuación z, = 2, z, = 3 son 
también las raíces de la ecuación inicial. 


0257 


5 
EjEMPLO 2 Hesolvamos la ccuación =— =5-0,04, 
y5 


SOLUCIÓN. Jleduzcamos todos los exponentes a una misma base, 
p. ej, a la base 5: 


$50,575. 5-0.5 = 5. (5725-1 


A continuación, lenemos: 5-* = 5?-?*, La última ecuación es 
equivalonte a z = 2z — 3, de la que hallamos z = 3. Así, pues, 
z = 3 es la raíz de la ecuación dada. 

.. EJEMPLO 3. Resolvamos la ecuación 

3-4 — 52x, (1) 
7 soLUcióN. Como 5=3l$, la ecuación (1) se puede transformar 
a la forma 3*'-5 = (3198:5)2x, 

Esta ecuación es equivalente a la siguiente: 

z? — 4 = 2x log;5. (2) 

Las raíces do la ecuación cuadrática (2) y, junto con'ella de la ecua- 


ción exponencial dada (1), son las siguientes: Zus = Jog + 


= V logið + 4. 
EJEMPLO 4 Resolvamos la ecuación 


sue 4 pr — 30 4-150". (3) 
soLUCIÓN Como 55?*- 5.25*, Biz —6.6* y 150*=6*.25%, la 
ecuación (3) se. puede transformar a la forma: 
5.25* + 6.6*— 0“ - 25* — 30 = 0, 
y, a continuación, 5 (25* — 6) — 6* (255 — 6) = 0, (25* — 6)x 


x (5— 6) = 0. 
La ültima ecuación se reduce al conjunto de ecuaciones 


255—606 —0; 5 —6* = 0, 


que tiene las raíces: z, = log,, 6, z, = logs). 
Los valores hallados de z son las raíces de la ecuación (3). 
EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación 


4*4 en — 24 =0. [2 
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SOLUCIÓN. Apliquemos el método de introducción de nuevas va- 
riables. 

Como 4% = (22)* = (2)? y 2**! = 2.2%, la ecuación (4) puedo 
ser reescrita del modo siguiente: 


(2)? + 2.27 — 24 — 0. 


Haciendo u = 2*, obtenemos la ecuación cuadrática u? 4- 2u — 
— 24 = 0, cuyas raíces son uy = 4, uy = —6. Por esta razón, el 
problema se reduce a la resolución del conjunto de ecuaciones: 
2=4 2% m b. 

De la primera ecuación de este conjunto, obtenemos: zr = 2. 
La segunda ecuación no tiene raíces, ya que 2* > D con cualquier 
valor de z. Así, pues, z = 2 es la raíz de la ecuación (4). 

EJEMPLO 6. Resolvamos la ecuación 

2% + (0,5)**-3 — 6 (0,5)* = 1. 
SOLUCIÓN. Como (0,5)2*73 = 2372: = A y 6(0,5) == , entonces 
8 6 
2 A—4—i1-0. 
n x 8 6 " 

Haciendo u —2*, obtenemos: u-+ + 321=0 y, seguida- 

mente, u*—u*—6u-4- 8 —0, es decir, (u—2) (u*- u—4) =0. 


Esta última ecuación tiene tres raíces: u,—2, usc pU 


NET 


Ahora, el problema se reduce a la solución del conjunto de ecua- 
ciones: 


Mud e Ss? Pf UD g 
De la primera ecuación hallamos z,—1, de la segunda, —z,-- 
= log, BE la tercera ecuación no tiene raíces, ya que 
EH 0 y 2 0conzcHR. 


Es decir, la ecuación inicial tiene las siguientes raíces: 1,=1, 
y fi—1 
A 


EJEMPLO 7, Resolvamos la ecuación 


z, = log, 


6.3% — 13-67 -+ 6-2% = 0. (5) 
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soLución. Como 6* = 3*-2", tendremos: 
6.3% — 13-3". 2* + 6-2%* = 0. 
Haciendo u = 3%, v = 2", obtenemos la ecuación: 
Gu? — 13uv + De = 0, (6) 
que es una ecuación homogénea de segundo grado con relación a las 
variables u y v. Como v = 2* no se reduce a cero con ninguno de los 


valores de z, al dividir ambos miembros de la ecuación (6) por vê, 
oblenemos una ecuación equivalente a (6): 


6 (4-134 c6 0. 


D 


Haciendo z=, obtenemos: 6225— 137-6 — 0, de donde z,— 
3 2 


dom 


NS 


berg 
3 


Tomando en consideración quo == E 


* 1 
7) , podemos escri- 


bir el conjunto de ecuaciones: 
($ as 
2 ) "Aet 
del cual, hallamos: z, = 1, z, = —1. Esto significa, que la ecua- 
ción (5) tiene dos raíces: z, = 1, 
z, = —À. 
EJENPLO 8. Resolvamos la ecua- 
ción 


Bre m 


SOLUCION. Ninguno de los proce- 
dimientos analizados en los ante- 
riores ejemplos nos sirve para resol- 
ver (7). Intentemos hallar alguna 
solución de esa ecuación según el 
método de selección. En el caso da- 
do, esto es fácil: x, = 1. Claro está, 
que, por ahora, no podemos con- 
siderar que la ecuación está resuel- 
ta: ella puede asimismo tener otras 
raíces. Deinostremos que no hay 
otras raíces. 


La función (+2 decrece, mientras que la función 2* crece 
por toda la recta numérica. O sea, la ecuación (7) no puede tener más 
de una raíz (fig. 5). Asi, pues, z —1 es la única raíz de la ecuación 7. 


Fig. 5 
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2. Las ccuaciones exponenciales-potenciales sou aquellas que 
tienen la forma (f (ils =(f (z))^*9. Si es conocido que f (1) >> 0 
y f (z) = 1, tal ecuación, como la exponencial, se resuelve mediante 
la igualación de los exponentes: g (z) = A (2). Si no se estipula la 
posibilidad de que / (z) «z 0 ó bien f (z) = 1, será preciso analizar 
varios casos, como se hace en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 9, Hesolvamos la ecuación 


(+ 5P (tex B7), (8 


SOLUCIÓN. Durante la resolución de la ve 
tencial dada hay que analizar cuatro casos: 
1) z* + z — 57 — 1, es decir, 2 + z — 58 = Ù. 
En este caso, la ecuación (8) toma la forma 155**9 — 110+, es decir, 
= 1. Ésto significa que las raíces de la ecuación z? + r — 58 = 0 
son también las raíces de la ecuación (8). De la ecuación z? + r — 
AV 
— 58 — 0, hallamos z,, = E aun 


2) x* + z — 57 = —1, o sea, z? + x — 50 = 0. En este caso, 
la ecuación (8) toma la forma 


(= ye e (— res, (9) 


La ecuación (9) sólo puede ser satisfecha con tales valores de z 
con los que 32? + 3 y 10z son números enteros (ya que el número 
negativo (—1) sólo puede elevarse a un exponente entero) de igual 
paridad (o sea, los dos son pares o bien los dos, impares) 

De la ecuación z? -+ z — 56 = 0, hallamos: z, = —8, Ze 7. 
El valor z, = —8 no satisface la ecuación (9), en tanto que el valor 
ze = 7, la satisface. Así, pues, z = 7 es la raíz de la ecuación (8). 

3) z* + z — 57 = 0. En este caso, la ecuación (3) Loma la forma 


Dee — Qro, (10) 


ación exponenciul-po- 


La ecuación (10) sólo puede ser satisfecha con tales valores de z, 
con los que 3z? + 3 >O (esto es cierto para toda z) y 10x > 0, 
en este caso la ecuación (10) toma la forma 0 — 0 (recordemos que 
la expresión 0” sólo tiene sentido con r> 0). 


pS 
De la ecuación z?-4-:—57 0 hallamos dye E, 
—1— Y 329 Ep 
El valor de qa SA no satisface la condición 10x > 0, 
Zb / 229 eta 
en tanto que n= satisface dicha condición. Así, pues, 


i+ 
E ER 


es la raíz de la ccuación (8). 

4) Si 44+x-57>0y 2% +2—57 341, de la ecuación (8) 
llegamos a la conclusión de que 3z? + 3 = 10z, de donde obtenemos: 
90204 
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Estos dos valores han de ser comprobados poniéndo- 


los en la ecuación (8). Con z = 3 obtenemos (—45)%% = (—45) Y, 
es decir, una igualdad cierta. 


* f Se 
Con z=- la ecuación (8) toma la forma: 


ME 


Esta anotación no tiene sentido (un número negativo se eleva 
a una potencia fraccionaria). Esto significa que sólo z = 3 es la raíz 
de la ecuación (8). 

Resumiendo, llegamos a la conclusión de que la ecuación (8) 


tiene cinco raices: rj, sta Va ` Soe?) me EY y 


Zuse 9. 


EJERCICIOS 
Resuelvan las siguientes ecuaciones: 


701. (3) (5) -&- 702. 2.5 & 0/001. (102-5)*. 


m DI" HI, 


704. nët 5 Se 


1 
705. qnnm (o em *2ap* 


706. Is — 5x-1.22-* — 950. 

707. zx. gx — 22x-1. geri = — 288. 
708. 2-9x —5 

709. 3.52-1— 
710. 135 379-30. 

712. oxi —4.97%14 915271 80 — 0. 


7M. T Re 
113. AV ent 9 Y x20, 

qe 278V 974g (y 3-2 Y 9-5 gun, 

715. gn 7x — 35.52 — 95.78 — 0. 

TAO. An Zen 340,5 Det, 

717. es va +y) =A. 718 4%40%=2-9%, 
25*'115.10*. 720. 16*--36*-2.81*, 


721. s 4x71 — 53-147 4- 2. 49x*0 
722. RENE 
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723. 2:—2.(0,5)2* — (0,54 1 — 0. 
724. 21-2799 4 — 29% 27.2% — 8. 
Mr MT 4 
es (aya ell Ap yy e =- 
Q+V3) +- 3) SS 
x 3x 
726. 3-8 5g, 727, pena ll 


728. (2—2—1)"71—4. 729. WM. M 

730. (z —2)* 7 * — (z— 2)2. 

731. (32 —4)*** *2 — (31 —4)5%, 

733. Biere, 

33V 39-3) 32 Y 7341 gV R14 g Y3—1s. 
785. 2 V 2 4*-F 8-291 -- 2 y 3 228?- F5 V/ 2284-4. 
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AI resolver ecuaciones logarílimicas se utilizan dos metodos fun- 
damentales: 1) paso de la ecuación logaf (z) = log,g (z) a la ecua- 
ción f (z) — g (z); 2) introducción de nuevas variables. En ciertas 
ocasiones es preciso aplicar procedimientos artificiales. 

Ecuaciones logarílmicas. Consideremos las ccnaeiones logarit- 
micas de la forma 


logaj (2) = log, (2), (1) 


donde a>0 y ai. 
La resolución de semejantes ecuaciones se basa en el siguiente 
teorema: 
TEOREMA 1. La ecuación log, f (1) = log, g (x) es equivalente al 
sistema mizto: 
1(2) =8 (2) 


[0 (2) 
g(x)>0. 


Es de notar que para resolver la ecuación (1) no es obligatorio re- 
solver el sistema (2). Se puede operar de otro modo: resolver Ia ccna- 
ción 


IG zg) (3) 
y de sus soluciones elegir aquellas que satislacen el sistema de de- 
sigualdades 
1(33>0 
DEA è 


es decir, que pertenecen al campo de definición de la ecuación (1). 


a) 
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Al resolverlas ecuaciones logarítmicas se hace uso de distintas 
propiedades de los logaritmos. P. ej., estudiemos la ecuación 


logaf (2) + logsg (z) = logah (2). (5) 
Ella se transforma a la forma: 
loga Y (2)«g (2) = logah (2). (6) 


Pero las ecuaciones (5) y (6) pueden ser equivalentes. En efecto, el 
campo de definición de la expresión log,f (z) + logag (z) se prefija 
con el sistema de desigualdades g ST, 
de definición de la expresión log, (f (z) g Li) se preestabloce con 
la desiguldad f (z).g (z) >0 que, a su vez, es equivalente al 
conjunto de los sistemas de desigualdades:" 


M=)>0. n 
DIEN DIER 


Así. pues, al pasar de la ecuación (5) a la (6) es posible que se pro~ 
duzca la ampliación del campo de deliuición do la ecuación (5) 
(a cuenta de la resolución del último sistema de desigualdades), o 
sea, que pueden aparecer raíces extrañas. Por esta razón, después de 
resolver la ecuación (6), es preciso elegir entre sus raíces halladas 
aquellas que pertenecen al campo de definición de la ecuación ini- 
cial (5), es decir, quo satisfacen el sistema de desigualdades 

f(x) >0 

g(=)>0 

h (xz) > 0. 
Semejante prueba es parte inseparable de la resolución de una ecua- 
ción logarílmica. 

Claro está, la verificación puede ser realizada también de otros 
procedimientos, p. ej., con ayuda de la suslitución directa de las 
soluciones halladas en la ecuación inicial. 

Analicemos ahora las ecuaciones de la forma 


en tanto que el campo 


logataif (2) = logscog (2)- CO) 


Su resolución se apoya en el siguiente Leorema. 
Teorema 2. La ecuación (T) es equivalente al sistema mixto: 


f) =8(2) 
f(3>0 
gtx)>0 
aír)>0 
a (z) +1. 
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Con otras palabras, las raices de las ecuaciones (7) son aquellas, 
y sólo aquellas raíces de la ecuación f (2) = g (7) que, simultánea- 
mente, satisfacen las siguientes condiciones: 


ja > 0, g (x) > 0, a (z) >0, a (x) zl 
(con estas condiciones se prefija el campo de definición de la ecua- 
ción (7). 
EJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 
log, (1? — 3x — 5) = logi (7 — 2x). (5) 


soLUCION. De acuerdo con el teorema 1 la ecuación (8) es equiva- 
lente al siguiente sistema mixto: 


n—31—5=7—2% 
[zem (9) 


7—2 20. 
Después de resolver este sistema, oblenemos: z, = 4, x, = —3. 
De estos dos valores sólo z = —3 satisface las dos desigualdades del 


sistema (9) (es decir, el valor de z = 4 no pertenece al campo de de- 
finición de la ecuación (8)). Por esto, la solución de ésta es z = — 3, 
EJEMPLO 2. Resolvamos la ecuación 


log (z + 4) + log (2z + 3) = log (1 — 21). (10) 
SOLUCION, "Transformemos la ecuación (10) a la forma 
log ((z + 4) (27 + 3)) = log (1 — 22) 
y, a continuación, 
(z + 4) 2r + 3) = 1 — 21. (11) 


De la ecuación (11) hallamos: z; = —1, xz, = —5,5. 
El campo de definición de la ecuación (10) se preestablece con el 
sistema de desigualdades: 


r+4>0 
21+3>0 (12) 

1-21>0. 
Ponieudo las raíces de la ecuación (11), una tras otra, en el sis- 
tema (12) nos cercioramos que z, = —Í satisface este sistema, 
mientras que z, — —5,5 no lo satisface. Así, pues, z — —1 es 


la unica raíz de la ecuación (10). 
EJEMPLO 3. Resolvamos Ja ecuación 


log, (22 — 1) — log 1 (z—1). (43) 
2 
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soLUCióN, Ante todo, pasemos en la ecuación (13) a los logarit- 
mos con iguales bases. Como log, = log V^, la ecuación (13) 
se translorma al aspecto 


log, (x? —1) == log, , Le 1). 
E 
A continuación, tenemos log, (12—1) = — log, (x — 1), 
log, (2 — 1) log, zr. (14) 
i aigo ty. Tus e HESE 
Habiendo resuelto la ecuación (14), hallamos: z, —0, z,— e 
1-15 
t= 2 e 
Nos resta elegir entre los valores obtenidos aquellos que satis- 
s 2—-1>0 
Iacen el sistema de desigualdades poatea o. 
Resolviendo este sistema, hallamos que x>1. De los valores 
obtenidos Zu Za, Za Sólo Zus LIZ satisface la desigualdad 


zl, Así, pues, z— KEES, es la única raíz de la ecuación (13). 
EJEMPLO 4, Resolvamos la ecuación 
log,,, (2? — 1) = logs, (5—2). (15) 
soLución, Según el teorema 2 esta ecuación es equivalente al sis- 
lema 
Al D 
z—1>0 
5—r>0 {16) 
z4+4>0 
12441. 


Después de resolver la ecuación que entra en el sistema (16), 
obtenemos: z, = 2, t, = —3. De estos dos valores sólo z = 2 sa- 
tisface todas las demás condiciones del sistema (16). Así, pues, 
z — 2 es la raiz de la ecuación (15). 

7 

x 
log iv 


EiEwPLG 5. Resolvamos la ecuación log?z + logx+1= 
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z pa 
SOLUCIÓN. Como log += log x — i, la ecuación dada puede 
reescribirse en la siguiente forma: 


log?z-rlogz4-1— t 


lgzr—i^ 
Haciendo u — log z obtenemos la ecuacióu 
T 
2 Es 
DEER CSN 


de donde ballamos que u = 2. De la ecuación log x = 2 hallamos 
z = 100. Es fácil cerciorarse de que ésta es la única raíz de la ecua- 
ción inicial, 
EJEMPLO 6. Resolvamos la ecuación 
log?x* — log (0,127?) = 0. (17) 
SOLUCIÓN, Tenemos 
(log dp — log ai — log 0,1 
9log?iz — 10 log |z | +1 — 0, 
y, a continuación, 
91log?z — 10 log z 4-1 — 0 


(en el caso dado |z | = z, ya que el campo de definición de la ecua- 
ción (17) se prefija con la desigualdad z > 0). 

Haciendo u = log z obtenemos la ecuación cuadrálica Dn? — IQu-- 
--1 —0, cuyas raíces son ų = 1, DEER Queda por resolver el 
conjunto de ccunciones log +=); log r= T 


De la primera ecuación obtenemos z, = 10, de la segunda, 
xy == y 10. Estos valores de z son también las soluciones de la ecua- 
ción (17). 

rempo 7. Resolvamos la ecuación 


logos, z?— 14 Joes 2? + 40 log. Y z — 0. 


soLUciON. Pasando en todos los logaritmos a la base 2, obtenemos 


log,z* 14 log, z? + 40 log, V 
log, 0,57 log, tür lg, ~ 


2log, Il. lge. Sie: p 
est A ee? 


y, seguidamente, 
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De la ecuación dada se desprende que z 2» 0 y, por lo tanto, 
| z| = 0, es decir, log, | z | = log; z. Haciendo u = log; z, obte- 
nemos la ecuación: 


cuyas raíces son u, — — : , 4¿=0, 572. 
^ 1 2 2 Ve! 


Ahora, el problema se reduce a resolver el siguiente conjunto de 
ecuaciones: 


log,z—0; log: —2. 


yl 
2 


De la primera ccnación hallamos z,— , de la segunda, 


x¿=1, de la tercera, x, =4. 

Todos los valores hallados son las raíces de la ecuación inicial 
(cerciórense de ello por su cuenta). 

rigmrio 8. Resolvamos Ja ecuación log (20 — z) = log? x. 

souución, Esta ecuación no puede ser resuelta con ninguno de los 
procedimientos estudiados en los anteriores problemas. Hallemos 
alguna de sus raíces segün el método de selección. En nuestro caso, 
obtenemos z, = 10. Pero no podemos considerar que la ecuación ya 
está resuelta: es posible que ella tenga otras raíces. Demostremos que 
nolas tiene, Está claro, que las raices de la ecuación se doben buscar 
en el campo de su definición, os decir, en el intervalo ]0;20[. in éste, 
la función y = log (20 — z) decrece, mientras que la función 
y = log? z, crece. Pero, entonces, si la ecuación tiene raíz, ésta será 
sólo una (véase la pág. 121). Así, pues, z = 10 es la única raíz de la 
ecuación dada. 

2. Ecuaciones exponenciales-logarílmicas. En este apartado va- 
mos a estudiar ecuaciones que pueden ser consideradas Lanto expo- 
nenciales como logarítmicas. 

EJEMPLO 9. Resolvamos la ecuación 


ql-108x= 0,01. (18) 


soLución. El campo de definición de la ecuación es z > 0. En 
este campo, las expresiones que entran en ambos miembros de la 
ecuación (18), sólo toman valores positivos, por lo que al tomar los 
logaritmos decimales de dos miembros de la ecuación, obtenemos la 
ecpación 


log z!-]o£ * — log 0,01, 
equivalente a la ecuación (18). A continuación, Lenemos 


(1 — log z) log z = —2. 
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llagamos u = log z, obtenemos la ecuación (1 — s) u = —2, 
de donde w, = —1; us = 2. Queda por resolver el siguiente conjua- 
to de ecuaciones: log z = —1; log x = 2. 

De este conjunto, obtenemos: zr, =0,l. z, = 100. 

Estas serán las raíces de la ecuación (18). 

EJEMPLO 10. Resolvamos la ecuación 


log, (3x108sx + 4) = 2 log; x. (19) 


SOLUCION, Haciendo uso de la definición del logaritmo, transfor- 
memos la ecuación (19) a Ja forma: 


x2logs x — Br, 


Haciendo u= zls, obtenemos la ecuación u? — 3u — 4 = 0, 


cuyas raíces son w= —1, u,—4. 
Ahora, el problema se reduce a la resolución del siguiente con- 
junto de ecuaciones: ofze ——]; zle&s* = 4, 


Como z!loisx > Q y — 1 «0, la primera ecuación del conjunto 
no tiene soluciones. Tomando los logaritmos por la base 5 de ambos 
miembros de la segunda ecuación del conjunto, oblenemos 


log? x= log; 4, es decir, log, z= + | log, 4, 


de donde hallamos 2, — 5*Y pl. Como es fácil cerciorarse, éstas 


son las raíces de la ecuación (19). 
EJENPLO 11. [lesolvamos la ccuación 


1 
logs (5% + 125) = log; 6+ 1+ 37- (20) 
SOLUCIÓN, Primero vamos a considerar esta ecuación como loga- 


"He 1 ben M 4 
rítmica. Como 14-37 =10855 2. escribimos la ecnación (20) en la 
forma: 


EL D 
logs (5% --125) — log, 6 log, 7. 


A continuación, tenemos 


1 
log, (5* -- 125) = log, (6-5-5 
1 H 


5* +125=30-5%. 
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Hemos obtenido una ecuación exponencial que puede ser resuelta 
según el método de introducción de una nueva variable. Haciendo 


u= 5, hallamos la ecuación u? — 304 4-125 = 0, cuyas raíces 
son u, — 9, u, — 25. 

Ahora, el problema se ha reducido a la resolución del conjunto 
de dos ecuaciones: 


De la primera ecuación obtenemos + , de donde z, 
"T " 1 
La segunda ecuación nos proporciona z= de donde z, = 


A 


Así, pues, la ecuación (20) tiene dos raíces: DER y= 


EJERCICIOS 
Resuelvan las ecuaciones 


2 


736. log, zlog,(4—2). 737. logs (iz — 1) (22— 1)) 20. 


Ae Hi 

. 1085 ES EE 

740. log (4,5— 2) = log 4,5 —log x. 

741. log V 5r—4+log V xP 1 — 2-- log 1,18 

742. log F55- log ]/2z—3 -4-1— log 3. 

743. log (z3--27) —0,5 log (2? +61 4-9) = 3 log y 7- 

744. log5--log let 10) — 1 — log (2z— 1) + log (21z — 20). 

745. log, (32 — 11) log; (1—27) =3+ log; 8. 

; Ai—legz _ log? t4—log?4 

t 0770 bg) 

747. log, (24107 + logs 1233-2: 1—8. 

. log35—:) a, zm leg2-blegti 5:67 
geza logi Zei 


=—2. 789. leg (z+4,5)= —log z. 


E 2 
750. log, log, |^ 5z — 0. uis log, ——3- ud 
[3 


752. log, log, logs Qr). 


153. log; l ai (—2n-log, (1242. 
15 

94. (iler) feed 

55. log, iz-4-2) 1. 756. logx-s (279) = logs, (23—62). 

757. logsx-2 2-2 logs. 0 — logs a (04-10). 

758. log, Lelleg, 2=1. 


- 14-2 logs 2-log, (10—2) — 


+ logs (—2*—87—14) log, 419 
- 0,1 logt z — log? z-4- 0,9 


E E 
` B—4log(rdi) ^ 14-4 log(z- 1j 


. log (2 —8)-log E 


- loga log, (+2 — 16) — log y 
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- z*-logs 21-log, zz 4-4. 


KEE 


«logs Zoe (log eg 1) log, 10. 


IE 


.log ,2—log.4. 


z+ 


H 


0. 


2. 


-4—logr-—3Viogz. 707. log? (1002) 4- log? (102) 14 log z4 15. 
1—log? r pais 
lgz—2lg'z ^97 t9 


- epp? = logh V3. 

, log (log x) J- log (log z?—2)=0, 771. log, 24 og) r =2,5. 

- log? 4r+ log: T- ? 
us 


1 
ley ==? 
zo 


+ 3 logis (SET dl logs (Y E 1— z) = logis (4241) 0,5. 


776. 2108x 3-- logs 34-3 logos 30. 


1 
+ l0Bxs1 (37) =108,_ Lees. 
z 
+ Joss? (5+3) +- logsxs (324-7) 2. 
o (0,41082 =+U m (o 252 log =°, 
y (1,25)! torte a (0,04)? loza Ze 


. ines wen, 782. V VE qn, 


log pa Ze log x 
x 


e —4 784.2 E pE, 
d We x-t 
( yi) (xi-1) 


786, zh dog, 


. logg (22572 —1)4-4— 2r. 
789. 
791. 


ils Izlog fe) 4, 790. J08: 2. gr, 


QUERs)-lesix.3 4 
z 


d 


, 5log x. glogx-t — leg ert glog x- 
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793. 2, 6 X. gam lE Tp, 794. deii loga x ge. 


J95, NA 
; 
A tiog, 2 SCC EE 
p io. + 
mm. ze aE TE e E 


297. log (2* — 257) —2-1-0,25 log 16—M,5z log 4. 
198. log, (0 —27) — 25/05 V 375, 


799. 31og2-|log 2 3-173 — 1) — log 0,4 V 27 373 4t. 
800. |z—1 [102 5-7 lee [7413 
801, 4/085 173) (272.22 4-5)983 2, 


803. 3x-F(3— z) log, 2 — log; (y +. 0%) +1. 
804. 22 logs (512 2r 


3)— x log, (ri 22— 3) — e? 
Zi 


Le 304 LFU 


34 " 
iu —z di E TY WO. i 


805. z*log, 


$ 13. Sistemas de ecuaciones exponenciales 
y logarítmicas 


Al resolver sistemas de ecuaciones exponenciales y logarítmicas 
se utilizan los mismos procedimientos que al resolver sistemas de ecun- 
ciones algebraicas. Hay que indicar solamente que, en muchos ca- 
sos, antes de aplicar uno u otro método para resolver el sistema, es 
preciso transformar cada ecuación del sistema a la forma más senci- 
la. 

EJEMPLO 1. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


| 25% + 25% — 30 


EWECH 


WI 


y 


SOLUCIÓN. Hagamos u = 25", v = 29" y obtendremos el sisto- 
ma de ecuaciones 


( ui-pyt-30 

up— 5 y 5, que liene cuatro resoluciones: 

=5 (ac Dez? , [2 1% 
=Yy5' m=5 ' EN y DEER 


Pero u = 25*, v = 25”, o sea, u >Ù, v >Q, lo que siguifica 
que de las cuatro soluciones sólo hay que tomar las dos primeras. 
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Así, pues, el problema se reduce a la solución del siguiente con- 
junto de sistemas de ecuaciones: 


255-5 25 — y 5 
25/— Fäi | 251=5. 
Del primer sistema hallamos: DEEN n-i del segundo: 


1 
Ze dae. 


De modo que el sistema (1) tiene dos soluciones: [ 
1.1 
E d z) e 
EJEMPLO 2. Resolvamos el sistema 
2.3 = 12 . 
26.35 — 18. a 
SOLUCIÓN, Multiplicando, término por término, las ecuaciones del 
sistema (2), oblenemos la ecuación: 
2.3 —216 o bien 6 Di, 
de donde z Ap — 3. 


Dividiendo, término por término, la primera ecuación del sistema 
(2) por la segunda, obtenemos la ecnación 


279.3722 o Men (4) — 


3 3 Sr 
de donde z—y=1. 
Yon de e > 14y=3 
A continuación, del sistema de ccunciones ca] hallamos 
Py 


$2, yl. 


De forma que el par (2; 1) es la solución del sistema (2). 
ri!EMPLO 3. lesolvamos el sistema 
qu —4 
peu 


(3) 


soLución. Tomando los logaritmos por la base 2 de ambos mieu 
bros de cada una de las ecuaciones del sistema (3), oblenemos el si- 
guiente sistema de ecuaciones: 
( log, 19*=2 ( (y —2) log. 1= 2 
o bien 
log, 24673 — D, (2y— 3) log, 1 6 


Es evidente que z 34 0, es decir, log ,z 40, por lo que dividien- 
do la primera ecuación de este sistema por la segunda, obtenemos 
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= En de donde y = 3. Poniendo este valor de y en la ecua- 


ción (y — 2) log,z = 2, hallamos log,z = 2, o sea, x = 4, 
Asi, pues, el par (4; 3) es la solución del sistema (3). 
EJEMPLO 3. Resolvamos el sistema de ecuaciones 

5 


| quer à 1 
log, y- log; (y— 3x) = 1. 


SOLUCION, Reduzcamos la primera ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, tomemos los logaritmos por la base y 
de ambos miembros de la ecuación: 

log, x i 
log, (z v=. y) = log, a? 


y, a continuación, logy al? y log, y — 3 log, Zi 
log; - 1 — 3 lo 
ogi +1 =$ log, z- 
Haciendo u = log, x obtenemos la ecuación cuadrática con relación 
r 1 HE 
au u?— ud 1-0, cuyas raíces son u,—2, u ==>. Esto signi- 


fica que log, z= 2, entonces z= y^, o bien EEN siendo aquí 


/y, o sea, y=2?, Así, pues, la primera ecuación del sistema (4) 
se lia reducido al conjunto de dos ecuaciones más sencillas: 


ss DÉI y ss A, 


Ahora, reduzcamos la segunda ecuación del sistema (4) a una 
forma más sencilla. Para ello, pasemos al logaritmo por la base 4: 


log. (u— 32) | 


log y* ey 


y, seguidamente, log, (y — 3z) = 1, de donde y — 3z = 4. 
Ahora, queda por resolver el conjunto de dos sencillos sistemas 
de ecuaciones: 
r=y y=x 
y—3z—4' y—3r= 4. 


El primer sistema nof tiene soluciones, el segundo, dos solucio- 
(4; 16), (—1; 1). 
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VERIFICACIÓN. Las soluciones del sistema (4) deben satisfacer las 
Tos 
y>0 
y—-32>0 
EAR 

El par (4; 16) satisface este sistema, el par (—1; 1), no. O soa, 
(4; 16) es la solución ánica del sistema 4. 


siguientes condiciones: 


EJERCICIOS 


Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 
3 Yx-v 2 ES. 65 
si (6) 5) =$ 
1y—14y=118, 
2%-/-24=12 808. { 642x 4 04%V 2512 
zy. jv 4 y'2. 
8*x—]ny 810. see 
Dr Ei. 32.49 — 432. 


8t. , 3—24=77 812. MEN 


8M. (äer eg y)=10 


E: 


813. (mm 814. ken 
yii 
Wins 
is ee 816. [echa 
zy — 10. 
817. f log (z?-- y?) — i= log 13 
( log (z-- y) —log (z — 7) A log 2. 
818. {E flory rope pin 
ay=04 
819. [es -4v =32 820. Ee 
log (z — y)*= 2 log 2. log (z—y)+ log (z-4- y) 7 1+2 log 2. 
A 
821. (5 (1 2)*-4=12 
eet 2%) 
822. (3%.24=576 823. f log, 243106317 
Kë =4. poene 


ay=81. 
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1 
825. f logya (4 — 1) Hog: ze —? 
224 y2=25. 
825. f +) Mw 
3log, (r+-y)=x— 
[ ET 
zx" (rl, yl. 
828. (20210814 1 99 * — 80,3 
i log, 2? + logs; y'= 5 z 


y. 
827. 


logi 
829. | loi 43-0 
GËT 
log, PELA zlog, y =^. 


830. f loga (r49) 1-2 logs ( — 9) =5 
DEA 
pert =y 


logs (z— 1) — log: (3— 2)- 


832. Ipee log y -lug (x — 1) 
log y log Le Luis log x-1og (1 —y). 

833. f Aer —274-9*-V 
Se 2x*y — 215-9 4- 1-937 Ut, 
834. (riet — 2-20 en — 3y AN. 
Lan ETS dL. 


8 16. Desigualdades racionales 


1. Naciones fundamentales. Lleva el nombre de campo de defini- 
ción de la desigualdad f (z) > g (2) el conjunto do todos aquellos va- 
lores de z con los que tanto la [unción f (z) y la función g (z) quedan 
delinidas. Con otras palabras, el campo de definición de la desigualdad 
f (z) > g (x), es la intersección de los campos de definición de las 
funciones f (z) y g (2). 

Recibe el nombre de solución particular de la desigualdad f (x) > 
>g (x) todo aquel valor de la variable z que la satisface (es decir, todo 
Valor de z con el que Ja enunciación «el valor de la función f (z) es 
mayor que el valor de la función g (z)' es cierto). Solución de la desi- 
gualdad se denomina el conjunto de todas sus soluciones particulares. 

Llevan el nombre de equivalentes dos desigualdades con una varia- 
ble z si sus soluciones coinciden (en particular si ambas desigual- 
dades no tienen solución). Si cada solución particular de la desigual- 
dad f, (z) > g, (x) es, simultáneamente, la solución particular de 
la desigualdad f, (z) > 82 (2). obtenida después de transformacio- 
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nes de la desigualdad f, (z) > g, (x) (es decir, si la solución de la 
primera designaldad entra en la solución de la segunda), la desigual- 
dad f, (z) > g: (z) lleva el nombre de corolario de la desigualdad 
1, (2) > g, (z). En los siguientes teoremas se tratan las transforma- 
ciones que conducen a desigualdades equivalentes. 

TEOREMA 1. Si a ambos miembros de una desigualdad añadimos una 
misma función q (x), definida con todos los valores de x del campo de de- 
finición de la desigualdad inicial y, con ello, el signo de desigualdad 
queda invariable, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

Así, pues, las desigualdades 


t) > g l) y i E) + et) EG) o) 


son equivalenles si q (z) satisface la condición del teorema. 
CoLORARIO, Las desigualdedes 


F (2) + o (2) > g (x) y f (2) > g (2) — (9 
son equivalentes, 

TEOPEMA 2. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función « (x) que con toda x del campo de de- 
finición de la desigualdad inicial sólo toma valores positivos y, con ello, 
el signo de desigualdad queda invariable, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si ọ (z) > 0, las desigualdades 

t> &(2) y f(z)-(3)2» g()-(z) 
(o bien i 15) sou equivalentes. 

COLORAIUO. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por un mismo número positivo, conservando el signo de de- 
sigualdad, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOREMA 3 Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican 
(o dividen) por una misma función «y (z) que con toda z del campo de 
definición de la desigualdad, sólo toma valores negativos y, con ello, 
el signo de desigualdad cambia por el opuesto, se obtiene una desigualdad 
equivalente a la dada. 

Así, pues, si ọ (1) < 0, las desiualdades 

Jil zeit y fiel at <g (2) p (2) 
(o bien E £2) son equivalenles. 

COROLARIO. Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican (o 
dividen) por un mismo número negativo, variando el signo de desigual- 
dad por el opuesto, se obtiene una desigualdad equivalente a la dada. 

TEOPEMA 4. Sea dada la desigualdad f (z) > g (z), con la particu- 
laridad de que f (z) > 0 y g (x) Ze 0 con toda x del campo de definición 
10-0204 
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ón de la desigualdad. Si los dos miembros de la desigualdad se elevan a 
una potencta natural n, dejando el signo de desigualdad sin variar, se 
obtiene la desigualdad 


UY > (g (2))" 


eguivalenle a la dada. 


OBSERVACIÓN. Más arriba ($7) ya indicamos que al efectuar transformaci 
nes idénticas, es posible la variación del campo de definición de la expresión, 
D. el, al reducir a términos semejantes, simplificar una fracción, puede pro- 
ducirse la ampliación del campo de definición. Durante la resolución de desi- 
gualdades, como resultado de las transformaciones idénticas, puede obtenerse una 
desigualdad no equivalente. Como ejemplo, estudiemos la desigualdad 


Vi+x—1>Y 15. (1) 


Adicionando a ambos miembros de la desigualdad una misma función 
p (2) = — Pz, obtenemos la desigualdad 


Via 1 yx 3547, (2) 
equivalente (según el teorema 1) a la desigualdad (1). A continuación, tendremos: 
1—1>-—5, (3) 


de donde z > —4. Pero la desigualdad (1) tiene la solución xz» 0, es decir, 
las desigualdades (1) y (3) no son equivalentes (la desigualdad M es el corolario 
de la desigualdad (1)). La cuestión radica en que la desigualdad z — 1 > —5 
tiene un campo de definición más amplio que la (1); dicha ampliación ha tenido 
lugar como resullado de la reducción a términos semejantes en la desigual- 
dad (2). Por ello, después de ejecutar transformaciones idénticas, que condujo- 
ron a la ampliación del campo de definición de la desigualdad, de las soluciones 
obtenidas hay que clegir aquellas que pertenecen al campo de definición de la 
desigualdad inicial. 


2. Desigualdades racionales. Examinomos la función 


(>a) ra)” 
EA aim. 
donde m, m, ..., Hy; Pl Ma, y my sou nümeros naturales, 


mientras que a; y b, son tales que a, + bj (i = 1, 2, 3, ..., 5; j = 
71,2, 3, .. ., p). Las desigualdades del tipo f (z) > 0 llevan, en 


Gai) A M) 
(2—bp)"P 


1(2) 


Fig. 6 


este caso, el nombre de racional. En los puntos z = a; £ = la ... 
z = €, la función f {z} se reduce a cero (dichos puntos se deno- 
minan ceros de la función), los puntos z = by, E 
= b, son los puntos de discontinuidad de la función f (z). Si todos 


bt sees erm 
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los ceros de Ja función y los puntos de discontinuidad se inarean en la 
recta numérica, ellos la dividicán en k + p + 4 intervalos. Como 
sabemos del curso de análisis matemático, dentro de cada uno de 
esos intervalos la función f (x) es continua y conserva el signo cons- 
tante. Para establecer este signo es suficiente tomar cualquier punto 
del intervalo que nos interesa y determinar el signo de la función en 
dicho punto. 


Krea 1. Resolvamos la desigualdad EE El EPI 
+2 (r— 2p (r43) 
los puntos 2, =0, x, = 2, x, = —3 y sufre discontinuidad en el 
punto z, = 4. Estos cuatro puntos dividen la recta numéiica cn cin- 
co intervalos (fig. 6): ]— oo; —3 [, 1—3; Of, 10; 21,12; 
4l, M; œ [. Determinemos el signo de la función f (2) en cada uno 
de estos intervalos. 


0. 


SOLUCIÓN. La función f(i)— se reduce à cero en 


En el intervalo ]—co; —3l tomemos el punto x = —4. Tenemos 
] (—4) < 0, de modo que en ]—oo; —3l f (z) < 0. 
En el intervalo )--3; O[ tomemos el punto x = —1. Tenemos 


Í (A) > 0, de modo que en 1—3; Olf (z) > 0. 

En el intervalo JO; 2[ tomemos el punto z = 1. Tenemos f (1) > 
> 0, de modo que en ]0; 2 [f (z) >0. 

En el intervalo ]2; 4( tomemos el punto z = 3. Tenemos f (3) < 
<0, de modo que en ]2; Al f (z) < 0. 

En el intervalo ]4; col tomemos el punto x = 5. Tenemos f (5) > 
> 0, de modo que en J4; ool f (x) > 0. 

Teníamos que resolver la desigualdad f (z) >0. Del razona- 
miento que hemos realizado queda claro que dicha desigualdad se 
verifica en los intervalos ]—3; Ol, 10; 2ly]4; ool. 

La unión de estos intervalos es, precisamente, la solución de la de- 
sigualdad dada. 

La solución se puede escribir con dos procedimientos: 

1) 1—3; OLulO; 2LUM; ed: 

2) 3<1<0;0<7<2, 4 « z« o. 

En la práctica, para resolver la desigualdad f(x) >0 (<, 
>, <, respectivamente), donde f (z) es una función de la forma 
(4), se emplea el llamado método de los intervalos que es un método 
geométrico de resolución, basado en las tres siguientes afirmaciones, 
evidentes en suficiente grado: 

1) Si c es el mayor de los números a;, bj, en el intervalolc; col 
la función f (x) es positiva. 

2) Si a;b; (correspondientemente b;) es un punto tal que el expo- 
nente n; de la expresión (z — a;)': es un número impar, a la derecha 
e izquierda de a, o b;, la función tiene signos contrarios. 
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Semejante punto a; (correspondientemente by) recibirá el nombre 
de simple. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al 
pasar por un punto simple la función f (z) varía su signo. 

3) Si a, (correspondientemento bj) es un punto tal que el exponen- 
te n, de la expresión (x — a;)": es un número par, a la derecha y la 
izquierda de a; (en intervalos adyacentes) la función f (x) tiene igua- 
les signos. 

Tal punto a, (correspondientemente b,) recibirá el nombre de 
doble. La afirmación enunciada más arriba quiere decir que al pasar 
por un punto doble la función no varía su signo. 

Así, en el ejemplo 1 dos puntos z = 2, z = —3, z = 4 son sim- 
ples y el punto z — 0, doble. Los signos de la función f (z) en los in- 
tervalos se muestran eu la fig. 7. 


Fig. 7 


Así, pues, f (z) >O en los intervalos J]—3; Ol, JO; 21, 14; col. 
Esto es lo mismo que lo que obtuvimos más arriba al resolver el 
ejemplo 1. 

El método de intervalos, basado en las afirmaciones enunciadas 
con anterioridad, se emplea para resolver desigualdades de la forma 


ar (e—a) (mag) T 
— x x0 (<0). (5) 
(r— 0)" E E (r7 by) H 


Consiste en lo siguiente: 

1) Con redondeles no sombreados en la recta numérica se marcan 
todos los ceros y puntos de discontinuidad de la función f (z), que 
entran en el primer miembro de la desigualdad (5). 

2) Comenzando sobre la recta numérica, de derecha a izquierda, 
Se traza una curva ondulada que pasa por todos los puntos marcados, 
teniendo en cuenta que al pasar por un punto simple la curva cruza 
la recta, mientras que al hacerlo por el punto doble lacurva se que- 
da por el mismo lado do la recta numérica. 

3) Se eligen los intorvalos de acuerdo con el signo de la desigual- 
dad (5) (f (x) > 0 allí, donde la curva está sobre la recta numérica, 
f (x) <0 allí, donde la curva esté debajo de la recta); su unión es 
Ja solución de la desigualdad (5). 

Para dar facilidad, el punto doble se designa en el diseño con 
una raya por abajo. La curva descrila más arriba se denominará 
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curva de signos. En la fig. 8 se muestra la curva de signos de la desi- 
gualdad del ejemplo 1. 

Señalemos, además, que en las desigualdades no estrictas 
Í(1)>06 bien f (2) < 0, donde f (x) es una función de la forma (4), 


Fig. 8 


los ceros do la función se marcan en el diseño con redomleles sombre- 
ados y se incluyen en la solución. Los puntos de discontinuidad siom- 
pre se representan con redondeles no sombreados y no se incluyen en 
la solución, 
(+5 (2 13) (04 12) 
(22—3) (áx -H 5) 

SOLUCIÓN. 'lransformeimos la desigualdad a la forma 

3-5) 1D (+ 2) 


(30) 


La variación de los signos de la función f(z) = 
= +5) G— V3) (z+ V2) 


3 E 
(3) (6) 
aquí todos los ceros y puntos de descontinuidad son puntos simples 
(fig. 9). Aquellos valores de z con los que f (x) < 0 (sombreados), 


Le, oZ e 
TS B ol m i Ces 


yacen en los intervalos ]co; —5] a 1-Y2; -4 EN + val. 
La solución de la desigualdad es la conjugación de los indicados 
intervalos. 
EJEMPLO 3. Resolvamos la desigualdad 244 — 5% + 2z «C 0. 


SOLUCION. "Tenemos 2:(2—2) (27$) «0 y, à continuación, 


EJEMPLO 2. Resolvauos la dosigualdad «o. 


«o0. 


se ilustra con ayuda de la curva de signos; 


z(z—2) (13) «0. 
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Trazamos la línea de signos (fig. 10). Como la desigualdad profi- 
jada no es estricta, ella también se satisface con los valores de r 
con los que el primer miembro de la desigualdad se reduce a cero. 
Dichos puntos se designan enla fig. 10 con redondeles sombreados. Así, 


cue 


Fig. 10 


pues, la desigualdad dada tiene las siguientes soluciones: ]—oo; O} 
1 

U EZ 2] . 
EJGMPLO 4 Resolvamos la desigualdad AE 0. 


soLucIóN Multipliquemos ambos miembros de la desigualdad 
por (—1), después de lo cual ps» 


3x—18 : —0) (z--3) 
ipso e bien E 0-7 S0 


Simplíficando la fracción en el primer miembro por z — 6, obte- 


nemos = <0 y, con ayuda de la curva de signos (ig. 11, a), 


Sig. 11 


hallamos el intervalo [—3; 7|. Eliminando del conjunto hallado el 
valor de z — 6, como no perteneciente al campo de definición de la 
desigualdad inicial (fig. 11, b), obtenemos la siguiente solución 
1—83; 6LUI6; TI. 

EJEMPLO 5. lleso] vamos la desigualdad 
6 


(2—3) (142 
E <i. 


zt 


—1<0 y, a continuación, 


SOLUCION. Tenemos 


L0. 


45 


EEN 
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+5 
EU t1) 
|fig. 12). Con su ayuda hallamos la solución de la desigualdad: 
1-5; —11(U11; eet, 


Trazamos la curva de signos para la función f (x)= 


PA DAA 


-$ E 


Fig. 42 


EJEMPLO 6 Resolvamos la desigualdad 
(r—1Y (z4-2)* (73) (04-6) 


7 


<0. 


soLucióN. Marquemos en la recta uumérica los ceros de la función: 
1, —2, 3, —6 (redondeles sombreados) y los puntos de discontinui- 


Fig. 13 


, 7 (redondeles no sombreados), destacamos los puntos dobles: 
y trazamos la curva de signos (fig. 13). Escribamos la solu- 


ción: 
—6<1< 2; —2 [Sr < 0; 0< Ae li Ae? 


o, de forma más sencilla, (—6; OLUO; 11 U (3; 7l. 

vsempLo 7. Resolvamos la desigualdad — 25 4. < 0 

3 —3:45 

SoLUCION. El discriminante del denominador D = 9 — 20 < 0. 
Pero, como sabemos, si el discriminante de un trinomio de segundo 
grado az? + br +c, donde a — 0, es negativo, la desigualdad 
az? + br --c 79 O0 se verifica con toda z. 

Así, pues, el denominador del primer miembro de la desigualdad 
dada es positivo con cualesquiera valores de z y, por ello, después de 
multiplicar ambos miembros de la desigualdad por z? — 3z + 5 y, 
conservando el signo de desigualdad, obtenemos la desigualdad 
3z + 4 < 0, equivalente a la prefijada. Su solución y, por lo tanto, 
la de la desigualdad dada, es el intervalo numérico 1—eo; ER [. 

3. Sistemas y conjuntos de desigualdades con una variable. 
Varias desigualdades con una variable forman un sistema de desi- 
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gualdades en el caso cuando se plantea el problema de la búsqueda 
de aquellos valores de la variable que salisfacen, simultáneamente, 
a cada una de las desigualdades dadas. 

Varias desigualdades con una variable forman un conjunto de 
desigualdades en el caso cuando se plantea el problema dela bús- 
queda de todos los valores de la variable, cada uno de los cuales 
satisface, por lo menos, una de las desigualdades prelijadas. 

De lo dicho se desprende que como solución de un sistema de 
desigualdades sirve la intersección de las soluciones de las desigualda- 
des que forman el sistema; la solución de un conjunto es la unión 
de las soluciones de las desigualdades que forman el conjunto (aquí, 
como más arriba, por solución se entiende la solución general, es 
decir, el conjunto de todas las soluciones particulares). 

Las desigualdades que forman el sistema se unen con llaves. A 
veces, el sistema de desigualdades puede ser escrito en fila. P. ej., 
1 sist FE a í 1 modo siguiente: 
elsistema Ze Lä äs puede ser escrito del modo siguiente: 
3x—1< 24 3x4. 

De la definición del sistema de desigualdades se deduce que si la 
desigualdad f (z) > g (x) es el corolario de las desigualdades f, (z ) > 
> Er (2) Y fa (2) > g (2) (o bien corolario de sólo una de esas desi- 
gualdades), el sistema de desigualdades 


f) > g (2) 


f; Q)z £0) 
11) > 8, (2) 
es equivalente al siguiente sistema: Ía (2) > ga (x) 
fi) eE (2). 


Con otras palabras, si al sistema dado de desigualdades so adjun- 
ta una desigualdad-corolario o bien, al contrario, del sistema dado 
de desigualdades se excluye la desigualdad-corolario, obtenemos un 
sistema de desigualdades equivalente al prefijado. P. ej., los siguien- 
tes sislemas de desigualdades son equivalentes 


Ai Dë A am wë E 
[ at—5zl7 y l RA 4 
pes a E 
Y x42 


(del primer sistema se ha «excluido» la desigualdad z? — 5z > 3 
que es el corolario de la desigualdad z? — Be > 7). 

Las desigualdades que forman un conjuntose unen con corchetes. 
Un conjunto de desigualdades puede escribirse, asimismo, en fila, 
pero en tal caso se emplea el signo «;». 
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Una desigualdad no estricta es equivalente a un coujnuto forma- 
do por la correspondiente desigualdad estricta y una ecuación. 
Pai, la desigualdad f (2) > g (z) es equivalente al conjunto 


p >g (z) 
Lf (2) = g (2). 


Toda «no igualdad» f (x) + g (x) también se puede escribir en 
forma del conjunto de dos desigualdades estrictas: 


fi) g xf (0 < g (a). 


Varios sistemas de desigualdades con una variable forman un 
conjunto de sistemas de desigualdades en el caso cuando se plantea el 
problema de buscar todos aquellos valores de la variable, cada uno 
de los cuales satisface, por lo menos, uno de los sistemas dados. 

ta 

EJENPLO 8. Resolvamos el sistema de desigualdades H 

| a? < 04. 
sonución. Para empezar, consideremos la primera desigualdad. 
Tenemos 


SEH o Let 3 2, 

z T 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 14) hallamos la solución de 
esta desigualdad: Lee —2lUl 0; 2l. 


Fig. 14 


Resolvemos la segunda desigualdad del sistema inicial. Tenemos 
z — 64 «0 o bien (z — 8) (z + 8) <0. 

Con ayuda de la curva de signos (fig. 15) hallamos la solución de 
esta desigualdad: ]—8; 8l. 


LI. 


BLL 


Fig 15 
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Marcando las soluciones obtenidas de las desigualdades primera 
y segunda en la recta numérica común (fig. 16), hallamos la inter- 


Ze AAT Eme 
ESSE 


Fig. 16 


sección de las soluciones. En la solución escribimos: |—8; —2{ U]0; 
21. 
EJemPLO 9. Hallemos el caupo de definición de la función 


Ha y EX 


soLución. Jl problema se reduce a resolver el siguiente sistema do 
desigualdades: 


/ (13i — 883-033 (1 — a3. 


Ae 6 
[> 
la —52 462%) (1—22)>0. 
Ge ee la primera desigualdad del sistema a la forma 


ER 2> 0 y, con ayuda de la curva de signos (fig. 17), hallemos la so~ 


Vig. 17 


lución de dicha desigualdad: J—co; —2[U] 2; col. 
Transformemos la segunda desigualdad del sistema a la forma: 


a? (z — 2) (£ — 3) (z — 1) (+ 1) 0. 


Mediante la curva de signos (fig. 18) hallemos la solución de esta 
desigualdad: [—1; 1] Y [2; 3]. 


Fig. 18 


Marcando eu la recla numérica (fig. 19) las soluciones oblenidas 
de la primera y segunda desigualdades del sistema dado, hallamos 
la intersección de las soluciones: (2; 3l. 
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riembLo 10. Resolvamos el conjunto de desigualdades 
pier 
(4-9) (5 — 72 —18) 
Se > 
soLUcIÓN. "ransforme:nos la primera desigualdad del conjunto a 
la forma: z? (x — 10)(z + 10) 0. Mediante la curva de signos 


A DÀ 
- RR 
-27 Jee ASS e 
Fig. 19 


Ü 


ROW H R 
Fig. 20 
(fig. 20) obtenemos la solución de esta desigualdad: [—10, Ol UNO; 
ool. 
Consideremos la segunda desigualdad del conjuuto. Tenemos: 
(2409) (2?— 57418) 
(z—3) (z— 15) 
Como el discriminante del trinomio de segundo grado 4? — he 4- 
+ 18 es negativo, mientras que ol coeficiente mayor, posilivo, 
2 — 5r + 18>0 
con todos los valores de z y, por lo tanto, después de dividir ambos 
miembros de la desigualdad por z? — 5z + 18 y conservando ol sig- 
no de desigualdad, obtenemos la desigualdad equivalente: 
zt A 
Ejea S7 
Con ayuda de la curva de signos (fig. 21) hallamos la solución de 
la última desigualdad: ]—oo; —91Ul3: 15t. 


<0. 


3 


Fig. 21 


Uniendo ambas soluciones de cada una de las desigualdades del 
conjunto (fig. 22), obtenemos: ]—9o; O1 UI3; + ool, es decir, la so- 
lución del conjunto. 
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EJEMPLO 11. Resolvamos el conjunto de sistemas de desigualdades 


l :-2>0 | 3r—9<0 
2<i6 * 1002 z*. 


La solución del primer sistema es el intervalo numérico 12; A. 


LLL P A 
Wat H ES SIS 


Fig. 22 


Del segundo, el intervalo numérico [—10; 3l. Con ayuda do la 
recta numérica (lig. 23) obtenemos la unión de las soluciones de los 
sistemas primero y segundo: [—10; 4l, es decir, la solución del con- 
junto dado de sistemas. 


Fig. 23 


EJEMPLO 12, Aclaremos con qué valores de a las dos raíces de tri- 
nomio de segundo grado (a — 2) z? — 2ax + a + 3 son positivas. 
SOLUCIÓN, Como de acuerdo con el planteamiento, el trinomio tie- 
no raíces reales, su discriminante D > 0, es decir, debe verificarse 
la desigualdad 4a? — 4 (a — 2) (a + 3)>0. 
Segün el teorema de Viéte tenemos: 
a 
n, ES 


+=; 


donde z,, xy son las raíces del trinomio de segundo grado prefijado. 
Según el planteamiento ambas raíces son positivas, es decir, 2,1, > 
>0, 2, +r >0. 

Como resultado llegamos al sistema de desigualdades 


402—4(4 - 2)(0+3)>0 


23 
x 


2a 
EA 
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asco 
quo al resolverlo, obtenemos | a<— 3; a2 
a-0; a>2, de donde hallamos 
a«—3, 2<a<6. 
EJEMPLO 13. Aclaremos con qué valores de a la desigualdad 


x? — 8z -4+ 20 
E e 


se verifica con todo valor de z. 
SOLUCIÓN. El trinomio z? — 8z + 20 tiene el coeficiente mayor 
positivo y discriminante negativo, por lo que z? — 8x +20 >0 
cou todas las z y, por ello, el denominador de la fracción dada, o sea 
ax? + 2 (a + lx + 9a +4, debe ser negativo con toda z. Esto 
es posible si a < 0 y D < 0, donde D es el discriminante del trino- 
mio az? + 2 (a + et De +4. Por lo tanto, el problema 
se reduce a la resolución del sistema de desigualdades 
ao i ` 1 
| 4 (a +1) — 4a (9a -- 4) c 0 * del que obtenemos a =< ——-, 


4. Desigualdades que contienen una variable bajo el signo de mó- 
dulo. Al resolver desigualdades que contienen una variable bajo el 
signo de módulo, en ocasiones es útil el teorema 4 acerca de la equi- 
valencia de las desigualdades (pág. 145). 

Sea, p.ej., necesario resolver la desigualdad | f (x) | > | g (0) 1. 
Hagamos uso que si p(z) es ciorta función, |p (2) |:>0 y 
Vp (2) 1? = (p (2). 

Esto significa, que según el teorema 4 la desigualdad |/ (2) | > 
> | g (z) | es equivalente a la desigualdad (f (z))? > (g (x))*. Ade- 
más, a veces es ütil emplear la interpretacion geométrica del módulo 
de un número real. La cuestión radica en que desde el punto geomé- 
trico | a | es la distancia desde el punto a de la recta numérica hasta 
el origen de coordenadas, mientras que | a — b | , es la distancia en- 
tre los puntos a y b. 

EJEMPLO 14. Hesolvamos la desiguldad | z — 1 | < 2. 

SOLUCION. 1-er procedimiento. Como ambos miembros de la dosi- 
gualdad dada no son negativos con toda z, después de elevar al cua- 
drado obtenemos la desigualdad (z—1)? < 4, equivalente a la pre- 
fijada. Seguidamente, tenemos: Ai — 2z — 3 < 0, de donde obtene- 
mos la solución: ]—1; 3f. 

2-do procedimiento. | x — 1 | puede considerarse como la distan- 
cia entre los puntos z y 1 en la recta numérica. Por lo tanto, debemos 
indicar en la recta todos los puntos z tales que están distanciados del 
punto con la coordenada 1 menos que en 2 unidades (fig. 24). La 
solución buscada: ]—1; 3f. 
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3-er procedimiento. Como 
z—1 si z—1>0, 
leiis A 
—(z—1) si —1<0, 
la desigualdad inicial es equivalente al conjunto de dos sistemas: 


[z—120 EE 
Kaes | —(z—1) «2. 


Del primer sistema obtenemos 1 < x < 3, del segundo, —1 < x < 1. 
Uniendo estas soluciones hallamos la solución de la desigualdad da- 


da: ]—1; 3l. 
LARA A 
-l 1 3 Y 


Fig. 24 


FJEMULO 15. ltesolvamos la desigualdad | 2z — 1 |xz | 3z 4-11. 

soLucióN. Después de elevar ambos miembros de la desigualdad al 
cuadrado, oblenemos: 
(2x — 1} < (31 + 1) y, a conliuuación, z (x + 2)>0, de donde 
hallamos: ]—co; —2]U l0; + oo [. 

EJEMPLO 16. flosolvamos la desigualdad [3| 4. 

SoLUCIÓN. Esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 

2:432 
(£5) >! 


que puede ser reescrita del modo siguiente: 


—92*-p 243 4-5 
(32—2)* 


Aert 12049 
DEES 


— 20 o bien L0, 


de donde 


Con el método de los intervalos (fig. 25) hallamos la solución 
de la úllima desigualdad y, al mismo tiempo, de la prefijada: 
(ee ES 
ls Lula. 
EJEMPLO 17. Resulvamos la desigualdad | z? — 3z -- 2 | 
xr a, 
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SOLUCIÓN. La desigualdad es equivalente al siguiente conjunto de 
sistemas: 


( n—314+2>0 , P2—31+2<0 
2—3242< le | (12-314 2) <21—a? 


que al resolverlo, hallamos sucesivamente 
( (2—1)(2—2)20 (—1)(z—2)—0 
| (2-4) e-2<0 | 2—2<0 
zgi; 1>2 1<x<2 
3 i | 2<2, de donde 


<r<t; r:-2; 1<x<2, 


Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: EI 2]. 


EJEMPLO 18. liesolvamos la desigualdad |z —4]| +]2x+ 


T6|210. 
SoLUcIÓN. De acuerdo con la definición de módulo, tenemos 
Iz—4|-—2z—4,sizzm4y|z—á|-—-—(r—4,siz«á. 


Fig. 25 


Es decir, para abrir el signo de módulo en la expresión | z —4| 
hay que considerar dos posibilidades: zz» 4; 24. De forma 
análoga, | 2z + 6 | = 2z + 6, si zz» —3 y |224 6] — — (2r + 
+ 6), si z < —3. De modo que para abrir el signo de módulo en la 
expresión |2z + 6 | hay que examinar también dos posibilidades: 
zz — 3; z < —3. Así, pues, necesitamos conocer la posición del 
punto z con relación a dos puntos 4 y —3 en la recta de coordenadas. 
Dichos puntos dividen la recta en tres intervalos: ]—oo; —3], 
13; 4), [4; col. Después de considerar la desigualdad dada en cada uno 
de estos intervalos, obtenemos el conjunto de tres sistemas: 


zx —3 -3<1<4 
[ —(z—4)— (21+ 67> 10° ( —(2—4) + (2746) > 10? 
2>4 
( (z—4)4- (22+6)> 10. 


160 Primera parte. Algebra. Capítulo 11 


Del primer sistema hallamos z < —4, del segundo, 0 << 4, del 
tercero, zzz 4. Uniendo las soluciones halladas, obtenemos: |—oo; 
—4 TU: + oot. 

5. Problemas para la composición de desigualdades. 

EJEMPLO 19. Un escolar tenía cierla cantidad de sellos. Le re- 
galaron un álbum para sellos. Si él pega 20 sollos en cada página, el 
álbum es insuficiente, pero si pega 23 sellos en cada página, por lo 
menos, una página quedaría vacía. Si al niño le regalaran un álbum 
absolutamente igual, en cada página del cual estuvieran pegados 21 
sellos, él tendría un total de 500 sellos.¿ Cuántas páginas tiene el 
álbum? 

SOLUCIÓN. Introduzcamos dos variables: z es el número de pági- 
nas en el álbum; y, el número de sellos que tenía el escolar. 

Si el escolar pega 20 sellos en cada página, rosultarán pegados 
20x sellos, lo que según ol planteamiento es menos que el número de 
sellos que tenía el escolar, es decir, 20x < y. Si él pegara23 sellos 
por página, para pegarlos todos sería suficiente (£z — 1) páginas, en 
las que cabrían 23 (z — 1) sellos. Según el planteamiento este nü- 
mero no es menor que el número de sellos que tiene el escolar, es 
decir, 23 (1 — 1) > y. Por fin, en el problema se indica que si rega- 
lau al muchacho un álbum en el que están pegados 21z sellos, en 
total él tendría 500, es decir, y + 21z = 500. De esta forma podemos 
escribir el siguiente sistema: 


20x< y 


231—23>y 
2114 y =500. 


Expresando y de la ecuación del sistema y poniendo el resultado 
en ambas desigualdades de éste, obtenemos el sistema de desigual- 
dades 


( 20z < 500—21z 
23z— 2322500 — 212. 


que al resolverlo nos proporciona ES m. 


De acuerdo con el planteamiento x es un número entero. Pero el 
intervalo indicado sólo contiene un número entero, 12. O sea, en el 
álbum había 12 páginas. 

vJEMPLO 20 El recorrido de A a B lo cubre una balsa en 24 h y 
una lancha gasta en el recorrido de 4 a B y viceversa no menos de 
10 h. Si la velocidad propia de la lancha se aumenta el 40%, el 
recorrido de 4 a /? y viceversa ocuparía no más do 7 h. ; Cuánto tiem- 
po navega la lancha de 4 a B y cuánto de B a A? 
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SOLUCION. Sea x km/h la velocidad de la corriente del 110 (y, por 
lo tanto, la de movimiento de la balsa), y km/h, la velocidad propia 
de la lancha. Entonces, el recorrido do A a B constituye 24x kan, 
mientras que el tiempo en que está en movimiento la lancha de 4 a B 


SE h propia do 

la Jancha se hace igual a 4,4y km/h, la distancia entre A y B y 
du In Según el planteamiento, 

1,4y » + 


el primer tiempo es no menos de 10 h y el segundo, no más de 7 h. 
Así, pues, llegamos al sistema de desigualdades 
2áx Dd 
uda >10 
2x 2r 
q127——4- A 
ldgpzT iy. 

En cada una de las fracciones que teuemos dividamos el numera- 
dor y denominador, término por término, por z o inlroduzcamos la 
nueva variable £ = E Como de acuerdo con el sentido del problema 
y >x, t > d. Así, pues, obtenemos un sistema de desigualdades con 
relación a la variable £ 


t>i 
24 24 
matara 


24 24 
14t+1 T isis. 
Como £>1, los denominadores de lus fracciones eu las desi gual- 
dades segunda y tercera do este sislema son positivos y, por ollo, 
eliminando los denominadores en dichas desigualdades y efectuando 
las transformaciones necesarias, obtenemos 
PS 
1>1 SEU. is. 
58m 24t—5<0 y, seguidamente 5(1—5) (1+ 57 E 
3 2 5 
494 —240t— 25220 . 49 (1—5) ( +5) 


E) 


La solución dol último sistema es ol valor do 4 = 5. En el pro- 
blema hay que hallar el tiempo de desplazamiento do AA 72 y de B 
a A. El tiempo consumido para el desplazamiento de A a B se ex- 

m 24 E Hal 
presa eon la [racción Ti y, por id tanto, esigual a4 lr. El liempo 
necesario para cubrir la distancia entre B y A se expresa con la frac- 


NEC, Kam s 
ción 7 y, por consiguiente, es igual a 6 hi. 


11-0204 
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EJERCICIOS 
Resuelvan las Ed desigualdades: 
z (z — 1% > 0,83 Jr Eed E 


(Br — 2) ce Gester 
Pob a3 Ur > 0. 840. a +10< 77. 
— 3? — 16 + 8r z 0. 


>0. 844. 44-87 d- 27^ 2 0. 
(s — D e d 8) «0. 
| E= D) EH E 
lge 2) L0. 848. + TAE) o. 


5— (27 —1) (z4- Ad) 

- 06 — xg? 4 a + zH d) G1 — 2 3) O 

50. (2? — 4) (2? Ax F 4) (E id <O 
CEET EE E 


861. "En" ~ 862. Eet 
3 


1059) 101 Ge 5(0—2) 
EN 83 z—4 
Hesuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 


869. 


870. 


"MES A 


19—2r 


Ee 


TED 
dui. 873. ES år4-3 <0 


—4<0. 
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82. Fe HE s C 


atm. 


877. 4z—2 < az? c4 < Az 6. 


en N 
"AG 9) (r-H) (120) (23) > 0. 


Dee (2741) (3—21) 20 


Se. 202 
i <a (2-42) (2?—324-8) «0 
mit SL 
43.0. 
Sei d. 2 
UC CT DET 


(r—1P e?—4? (— 9p (24-1) 
(1—3x)(z2—2z—0)(32—3z-4-16) ^ 


889. Steg 
GES? K 
Mallen los campos de definición de Jas siguientes funciones: 
4 
2 2 
88%. Ui PE, 
MERSE == 


LE d 
885. ra= gorr t Vi. 
s86. j= p EUEN p jog (16244). 


1 
Ki log,(G—58) * 


887. (x) 


888. f(x) 


889. f(s)— lo ie Hl 
am los siguientes conjuntos al desigualdades y sistemas de desigual- 
890, (x—1) (2—2) (z—3) 0; zt <1. 

a. S— ay ET ca 

892. z2— 51-8 < 0; HR z<i. 


893. 52—20 <2? < Bz; 1 <a 


A —5r4+6>0 Tan ( 22-020 


3z—21 $ f 1 
ars” dub 


1-23 $7! 


2124-18 > 5r. 


894. 


iie 
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valores de a el trinomio de segundo grado a? + 2 (a + 1) z + 
e raíces reales; b) sólo Liene raíces negativas; c) sólo 
liene raices positivas? 

» qué valores de a el trinomio de segundo grado (a? — a — 2) z? + 


las | ai — 27 tiene raíces de signos opuestos? 
DEER 


897. ¿Con que valores de a la desigualdad 


m 
e à i Ltd ar 
808. ¿Com qué valores de a el sistema de desigualdades —6 < Fp TET <4 


se verifica con loda 2? 
Resuels ani las siguientes desigualdades: 
899. (r45 > 1. 900. |22—5| <3. 
ot. |àrz—1|:» $. 902. |2z—4| Si. 
903. |2r —1| -< Mr 11a - 904. 11237] — [22-431 >0. 


B 906. |1—22] 2 3—2. 


e b 
905. |- SC 
907. [z-F8l < 908. |4—3z| >2—z. 
909. |22—3| > 910. Ten —2z--1| « t. 
nu. (Gr Au pfo edo 912, 122 


419. oii. | E 


d. 96. | 


DI, 


917. 
919. z*-- [rj —242» 0. 920. |r2—3x—15| Dans 
921. 324 - z-E10[ < 32? 4 Tz- 
922. |22*-E r4 11] > 
923. Mart — 0r 4-61 > 


924. 


at 


" 
22 092. [1-6] > |12—5x:+9/. 


926. 


928. |x|d- ]|r—i| « 8. 929, pe 112-12 —21 2 5. 
930. |2z-F1] — 15x —21 d. 
93L. |3x — ilH 12z2—31 — 14-5] <2. 


932. 
933. 41z—31-11 22. 
935. lz—1 14+x1 e llr—21—r+431<5. 
937. |2x— |3-- 1] — 2| <4. 

11204 d z—1 E: 5 
938. Ec" + E i2«u. 


fiesuelvan los problemas: 

939. En dos cajones hay más de 29 piezas iguales. El pínnero de piezas on el 
primer cajón, disminuido en 2, más de 3 veces sobrepasa el número do 
piezas en el segundo cajón. El numero triplicado de piezas en el primer 


940. 


94. 


942. 


944. 


945. 


946. 


947. 


948. 
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cajón supera el nümero doblado de piezas en el segundo cajón, pero no 
más que en 60. ¿Cuántas piezas hay en cada cajón? 

En dos brigadas, conjuntamente, hay más de 27 personas. El número de 
miembros de la primera brigada más de 2 veces sobrepasa el número de 
miembros de la segunda brigada, disminuido en 12. EI númer de miem- 
bros de la segunda brigada más de 9 veces sobrepasa el número de miem- 
bros de la primera brigada, disminuido en tU. ¿Cuántas personas hay en 
cada brigada? 

Si los pioneros de un campamento se forman en una columna cen $ perso- 
nas en cada fila, una de Wis filas quedará incompleta, Si se forman cun 
7 personas en cada fila, habrá dos filas más, pero todas serán completas. 


* Pero, si la formación se realiza con 5 personas en cada fila, habrá 7 filas 


más, pero una de ellas será incompleta. ¿Cu 
pamento? 

May cierta cantidad de alambre. Si él se enrolla en bobinas que contengan 
800 m de alambre cada uva, 1 bobina no estará enrollada por completo, 
Lo mismo pasará si sólo empleamos bobinas que contengan 900 m de alun- 
bre, con la particularidad de que hará falta 3 bobinas menos. Pero. si el 
alambre se enrolla sólo en bobinas de una capacidad de 1100 m, 
tarán 6 bobinas menos, pero todas ellas estarán ocupadas por completo. 
Cuántos metros de alambre había? 


ntos pioneros hay en el cam- 


. Si un líquido se echa en bolellas de 40 1 de capacidad, con ello ana botella 


KE no del todo llena. Si ese mismo líquido se echa en botellas de 50 L 
de capacidad, se necesitarán 5 botellas menos y todas ellas estarán llenas 
Si el líquido se echa en botellas de 70 1 de capacidad so necesi 
menos, pero, de nuevo, una botella no estará Jena del todo. 
litros de liquido había? 

A dos brigadas con un efectivo Lola] de 18 personas fue encargado vi zum: 
zar la guardia continua de 24 lio ada vez con una persona, en el t 
curso de 3 días. Los primeros dos días JHevaron Ja guardia los miembros ilo 
por partes igu: 
gada habia 3 muetiachas y 
s, con la particularidad de que las primeras liciereu gu 
ra cada una y los segundos, dividieron el tiempo restante entre ellus, pur 
partos iguales. Al valeuJar Jos resultados, resultó que la suma de horas de 
guardia de cada muchacho de la ada y de cualquier miembro 
de la primera, era menor que Y h. ¿Cuántas personas habia en cada bri a? 
Al comprar varios libros iguales y enadernos del mismo lipo, pagaron por 
los primeros 10 rublos 56 kopeks y por los segundos, 5t kupeks. Fueron 
comprados 6 libros más que cuadernos. ¿Cuántos libres compraron si el 
precio de un Jibro os 1 rublo mayor que el de un cuaderno? 

Un grupo de 30 estudiantes daba ES exámenes. Con ello se ponian las 
notas: 2, 3, 4, 5. La suma de las notas obteni era igual a 93, con la 
particularidad de que «treses» hubo más que «cincosa y menos que «ni 
tros», Además, el número de «cuatros» se dividía por 10, el numero de evis- 
cos» era par. ¿Cuántas notas de cada tipo Zeil el grupo? 

Un grupo de estudiantes decidió comprar un maguelólono de un precio 
desde 170 hasta 195 rublos. Pero, en el último momento des esturhanles se 
negarón a participar en la compra y, por ello, cada vno de los restantes 
tuvo quo dar 1 rublo más, ¿Cuánto costó e} magnetólono? 

Un artículo de superior calidad es más caro que un artículo de primera 
calidad, en cuanto éste es más caro que un artículo de segunda Calidad, 
poro esla diferencia en el precio no sobrepasa el 40% del precio del arti 
culo de primera calidad. La empresa pagó 9600 rublos por lus ati- 
culos de superior calidad y esa misma cantidad por los articulos de seguntla 
calidad. La cantidad total de todos los artículos comprados constituia 
1400 unidades, ¿Cuánto cuesta un artículo de primera calidad? 


14 bote- 
ántos 


us- 


es, Todo eso Niem- 
los demás 


106 Primera parte. Algebra. Capítulo 11 


$ 17. Desigualdades irracionales 


Al resolver desigualdades irracionales se utilizan los mismos pro- 
cedimientos que para la resolución do ecuaciones irracionales: cle- 
vación de ambos miembros de la desigualdad a una misma potencia 
natural, introducción de nuevas variables (auxiliares), etc. Pero la 
diferencia de principio entre la resolución de desigualdades irracio- 
nales y ecuaciones irracionales, consiste en que al resolver las desi- 
gualdades la comprobación por sustitución, por regla, es irrealiza- 
ble, ya que, generalmente, la solución de la desigualdad es un conjun- 
to infinito. Esto quiere decir que al resol ver desigualdades (y no sólo 
irracionales) hay que prestar atención a que Jas transformaciones 
que se realizan conduzcan a una desigualdad equivalente. 

Cualquier desigualdad irracional, que contiene una variable bajo 
cl signo de la raíz cuadrada, se reduce, en fiu de cuentas, a la dosi- 
gualdad de la forma Vf (z) — g (2) o bien VII >g (z). l'or lo 
tanto, primeramente, examinemos el problema de la resolución do 
desigualdades del indicado tipo. 

Consideremos la desigualdad 


VF <E (r). (1) 


Está claro, que toda resolución de esta desigualdad es, simultá- 
neamento, la solución de la desigualdad f (x) > 0 (con esta condición 
queda determinado el primer miembro de la desigualdad) y de la 


desigualdad g (z) >0 (ya que g (2) > VT (3) > 0). 
Así, pues, la desigualdad (1) es equivalente al sistema de desi- 
gualdades: 


EE 
Sidd zu 
V 1(2) « & (2), 


donde f Lo Ze O y g (2) > 0 son los corolarios de la desigualdad (1). 

Como en el conjunto, definido por las primeras dos desigualdades 
de este sistema, ambos miembros de la tercera desigualdad del siste- 
ma sólo toman valores positivos, su elevación al cuadrado es, eu 
el indicado conjunto, una transformación equivalente de la desi- 
gualdad (1). De este modo, llegamos a Ja conclusión de que la desi- 
gualdad (1) es equivalente al 


1(x)>0 
sistema de desigualdades: g(3)>0 


f()«GGY. 
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De forma análoga la desigualdad Y /()<g(0 es equivalente 


1(=)>0 
al sistema de desigualdades: 4 £(2)>0 
MORESCA) 
Ahora consideremos la desigualdad de la forma 
ViG) eta. (2) 


fo 


VI S> gla) 
pero a diferencia del caso anterior, g (x) puede tomar tanto valores 
positivos como negativos. Por ello, después de considerar el siste- 
ma (2), en cada uno de los dos casos g (x) < 0 y g (2) z» 0, obteue- 
mos el conjunto de sislemas: 


| g(a) <0 GE 


Ella es equivalente al sistema de desigualdades: | 


H3>0  ; ¿f()3>0 
VI) Sg) V FG >). 


En el primero de estos sistemas la última desigualdad puede omi- 
lirse como corolario de las dos primeras; eu el segundo sistema ambos 
miembros de la última desigualdad pueden elevarse al cuadrado. 

Así, pues, la desigualdad (2) es equivalente al conjunto de dos 
sistemas de desigualdades: 


(a) «0 ra> 
fo? SEA 
á Ha > (g G)*. 


Señalemos que la segunda desigualdad del segundo sistema puede 
omitirse, ya que ella es el corolario de la última desigualdad del sis- 
tema. 


zigwrLO 1. Resolvamos la desigualdad V 2z — 1 -< 142 
SOLUCION. La desigualdad dada es del tipo (1). Por estu razón, 


ella es equivalente al sistema de desigualdades: 


E 
zl—2 
zi 2z4 50. 


Cono el trinomio de segundo grado a? + Ze + 5 tiene discrimi- 
nante negativo y coeficiente mayor positivo, él es positivo con todos 


es decir, el sistema 
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los valores de z. Por ello, la solución del último sistema, es decir, 
de la desigualdad dada E + col. 


mena 2. Resolvamos la desigualdad V (z4- 2) (z— 1) > 2(24- 2). 
sovución. Como la desigualdad dada es del tipo (2), ella es equi- 
valente al conjunto de sistemas: 


mov (142) (z— 1)220 
t4-2)(r— 1)>0 
js i pe e | 2(2+2)>0 
dice (4-2) 6— 2: 2) 


Del primer sistema hallamos z< —2, del segundo, z = —2. 
Uniendo las soluciones de los sistemas del conjunto, obtenemos 
1— -— 2]. 
ui 3. Resolvamos la desigualdad 


V3z— V2x-F 121. (3) 
sorucios. La desigualdad (3) es equivalente al siguiente sistema: 
3z20 
| 2104-10 (4) 
V3z— y 2x4 >l. 


Es conveniente reescribir la última desigualdad del sistema (4) 
en la forma Vrz 1 + V 2x -- T, en donde ambos miembros son 
positivos y, por lo tanto, la elevación al cuadrado de los dos miem- 
bros de esta igualdad será una transformación equivalente. Así, pues, 
del sistema (4) pasamos al siguiente sistema equivalente a él: 


z=>0 
| yzeris;—1. 


o bien 


Se ze (14 y 2241) 
0 
A continuación, tenemos z-120 
z 2 
(3), 
de donde obtenemos [12; Lei que es la solución del último 


sistema y, al mismo tiempo, de la desigualdad (3). 
EJPMELO 4. Resolvamos la desigualdad 


V2x45--Yx—1-8. (5) 
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soLucIóN. La desigualdad (5) es equivalente al sistema: 
21450 
x—1z0 (0) 
V2r+54-Y2-1>8. 


Ya que ambos miembros de la última desigualdad del sistema (6) 
sólo toman valores negativos, el sistema (6) es equivalente a tal 


sistema: 
2r+520 
[ r—1z0 
(V2z3-8-- V z— 1) > 04 
5x1 


obio Lagere ft de. 0 


La segunda desigualdad del sistema (7) es del tipo (2), por lo que 
(7) es equivalente al siguiente conjunto de sistemas: 


H 


f zi 
60—3r>0 
l a? Ae + 3620 — 0 


Notemos que con zz» 1 la desigualdad 24? + 34 — 5 22 0 cs 
cierta (ya que 22? + 3z — 5 = (2x +5) (z — 1)), por lo que ol 
último conjunto de sistemas de desigualdades es equivalente al 


conjunto: 
zzi 
ns x 20 


(z—10) (z— 362) <0 


Habiendo resuelto este conjunto, obtenemos: 10 «7 1 « 20; z > 
> 20. Uniendo estos resultados, obtenemos J10; -.-oo[, que es Ja 
solución de la desigualdad (5). 

EJEMPLO 5. Resolvamos la desigualdad 


24 45 y xd Sz 38. (8) 


SuLucióN. llaciendo y = V 2?-F 9x 4-28, hallamos que «24-524 
+4=y?—24. Entonces, la desigualdad (8)se transforma a la forma 
y — 5y — 24 < 0 y, a continuación, (y — 8) (y 4-3) < 0, de donde 
obtenemos — 3 « y < 8. Hemos llegado al siguiente sistema de de- 
sigualdades: 


—3« y 33-E5z 4-28 « 8. 
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Como Y z*4- 5x .|-28 >0 con todos los valores tolerables de z, 
con mayor razón V 274 57+28>-— 3 con toda x del campo de 
definición de la designaldad (8) v, por lo tanto, es suficiente resol- 
ver la desigualdad 


VFF <S. 


Esta desigualdad es equivalente al sislema 0 < 2% 4 5z 4-28 < 
< 64. Como la desigualdad 2? + De +28 — 0 se cumple con toda » 
(el trinomio de segundo grado 2? -- 5z + 28 tiene discriminante ne- 
galivo y coeficiente mayor positivo), el último sistema es equiva- 
lonte a la desigualdad 


a? 452 — 36 < 0 ó bien (2 +9) (z — 4) < 0, 


de donde hallamos: |—9; 4[, que es la solución de la desigualdad (8). 
EJpMULO 6. ltesuelvan la desigualdad 


EE We CEO (9) 


Stuten, Examinemos la expresión y (z) = HI 4-z +1. Como 
q (z) >0 con todo valor tolerable de z, si ambos miembros de la 
desigualdad (9) se multiplican por œ (z) y se conserva el signo de de- 
sigualdad (9), obtendremos una desigualdad equivalente 


dx DEZ 02 (VTF) (Y TZE 0 (Y TFE 2. 


A coutinuación, tendremos: 


ant > (V TFD) V TTE), 
Lay FEH) 2 z (Y 1344), 
z(V1-cz-F1—4(V T—2- 1) 2 0, 
z(V14z—4y1—2—3)20. (10) 


La desigualdad (10) es equivalento al conjunto de sislemas do de- 
sigualdades: 


z>0 . z«0 
lvi EE deeg EEN N TFs«4y1—z8, 
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que, a su vez, es equivalente al conjunto: 


a0 
14+7>0 . 
1i-2>0 t 
VYtEzLAMPE—rR3G dyTEYzc4y6fi—zlà 
VES t =1<1<0 


o bien 


Vis ANITA? lyryz«c4yi—-z43. UI 
El primer sistema del conjunto (11) no tiene soluciones. En efec- 
to, si 0 z «C1, V1 ae V2, entonces Y1 La y, con 
mayor razón, VT 42 «4 V1 — x 4-3, lo que contradice a la se- 
gunda desigualdad del sistema. El segundo miembro del conjunto (11) 
tiene la solución — 1 Sz < 0, ya que os fácil observar que con 
estas z la segunda desigualdad del sistema es la (on efecto, si 
AZ so HI Lasel y, entonces, con mayor razón, HI Lie 
«AV Tx +3). 
i A pues, la desigualdad (9} tiene las siguientes soluciones: 
EJENPLO 7, Resolvamos la desigualdad 


Vi=2+yY3-2>Y2-1- y6—z. (12) 


SoLUCIÓN. La ofrecida desigualdad es equivalente al siguiente sis- 
tema de desigualdades: 


íz—2220 
3—z20 
:—1>0 
6-r>0 
1V112-=24+Y3=23>Y2-1-y0=zx 
e 2<1<3 y 
0388 "Eë EE Hai 


Como 2<1<3, z—1 <2 y, por lo tanto, Y x—1 x VŽ. 
Seguidamente, 6—2 223, por lo que y 6—z > y 3. 


Así, pues, Vz—1— V8—z« V 2—,y 3 y, cou mayor razón, 
Yz—i-—y$8—z« 0. 

Pero Y z —2 + V3—2>0 y, por consiguiente, Ia segunda 
desigualdad del sistema (13) se verifica con todo valor tolerable de z 
del campo de definición de la desigualdad (12), es decir, el siste- 
ma (13) y, junto con él, la desigualdad (12) tienen la solución 12; 3]. 
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EJERCICIOS 


Resuclvan las siguientes desigualdades: 


949. V 21) 950. V31 2> i. 


x3. 


mie 934. Y(—3) 4-1) 30-4 0. 
955. VEFA «244. 956. VEFI EI <8 


ech AA o, 
st? 


gin, 960. YS-EL. A 

> e, 962. VS Bel 6 z-F4. 
AXE ma-3. 994. Vene Zei: 
-Vx—ÀzÉ2 90. /z—l4VrFi«l 
VETA Y Várd5 «0. 

2 VIF- Vi > 2V3. 

909. Vz—3-4- y l—2 VETS. 

970. IS 

971. 
972. 
yn. 
974. 


976. 


978. (5243 Y x G3) >0. 

479. 1/32 —dc 54-2 Ord. 

980. 21*— |/(r—3) (2x — 7) < 13249. 

oe V 2e- V Gd cr Hi. 982. (142?) Ye I>a]. 

asa. Y TE EEN 
986. Vi >a] 

088. V3 por 47 Y 8r 
990. (1—3) Vir 


au 


L0. 
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994. VAF FAS VTF > —3. 
995. V Fairpay i. 
Resuelvan las siguienles ccuaciones: 
996. Vips a V Fi V 1422 Y x41—1. 
997. V z—2 Vz—14-V z4-3—4 V. 


Pr—ti=1. 


998. Vatter 2422 VTF i=. 


D 


8 18. Desigualdades exponenciales 


La resolución de las desigualdades de la forma 
ali > af, 


donde a es un número posilivo distinto de 1 (ollas se denominan expo- 
nenciales), se basa eu los signientes Leoremas: 

TEOREMA 1. Si a 2» 1, la desigualdad a > a" es equivalente 
a la desigualdad f (2) > g (2). 

TEOPEMA 2. Si 0 « a « 1, la desigualdad oli >> o") es cqui- 
valente a la desigualdad f (x) < g (x). 

EJEMPLO 1. Resolvamos la dosigualdad 

T x-3 


3, 
Y e. (1) 


SOLUCION. Transformemos la desigualdad (l) a la forma 


3x1 30-2 
QEU 33-1. 


Según ol Leorema 1 Ja desigualdad (1) cs equivalente a 
3r—1 3C Ü 
36—1) o 


(las desigualdades (1) y (2) tienen igual sentido). De la desigualdad 
(2) obtenemos consecutivamente: 


127—2) TU 
x- «O0, <0. 
173) (7) e-n (z= D 


Ze —1 3:—9 


3r—3 3r—1 xo 


Habiendo resuelto la última desigualdad según e) método de los 
intervalos, obtenemos (fig. 26): }—o0; 11 Ul ET 3 I, que es la so- 
lución de (1). 

EJEMPLO 2. Resolvamos la desigualdad 


(0,04)5«-2*-8 < 625. (» 
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soLuctoN. Como 0,04 =- =-=: 572, la desigualdad dada se 
puede escribir en la forma 
(572)5x-x"-8 < 54. 
De acuerdo con el teorema 2, la desigualdad (3) es equivalente a 
la desigualdad 
2z? — 10% +16 < 4, (4) 
(las desigualdades (3) y (4) tienen el mismo sentido). Después de resol- 
ver Ja desigualdad (4) obtenemos: ]2; 3| que es la solución de (3). 


AB P 
ZEE HI 


Ki 
EE E: 
Fig. 26 
EJEMPLO 3. Resolvamos la desigualdad 
De — Dram Drun Beat I 6) 


SOLUCION. Consecutivamente obtenemos: 

20 (122) s Brei, 29 (3) 9 (2), 
Edo dept 

Como 0< $< 1, la última desigualdad es equivalente a z + 


+2 > 2, de donde obtenemos: ]0; -ol que es la solución de (5). 
EJEMPLO 4. Resolvamos la desigualdad 


DH 1 
"ear cese zÄ 


SOLUCION. llagamos y = (0,5)*. Entonces, ja desigualdad dada 
toma la forma 


1 
GA 1205y >0, 


de donde, después de transformaciones, hallamos: 
Y 


(—10(—2) ent: 
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Con ayuda del método de intervalos (fig. 27) hallamos: 1 < y < 
EECH 

Así, pues, el problema se ha reducido a resolver los siguientos 
conjuntos: 


1<(0,5)7 < $; ME 


4 
o bien (0,5)? — (0,5) < (0,5) 957 ; (0,5)* > (0,5)-t. 


Fig. 27 


Del ültimo conjunto hallamos: ]- œ; — i U [iom o[ 
que es la solución de la desigualdad dada, 
EJEMPLO 5. Resolvamos la desigualdad 
8* p18" —2.27* > 0, (6) 
SOLUCIÓN. Escribamos (6) de la forma siguiente: 
(23) 42% (ep — 2 (3 >0 
y, haciendo u = 2%, v = 3*, obtenemos una desigualdad homogénoa 
de tercer grado: 
w que — 29 > 0. (1) 


Como v = 3%, v > 0 y, por lo tanto, la división de ambos miem- 
bros de (7) por v* (convervando e! signo de Ja desigualdad (7)) es una 
translormación equivalente. Habiendo ejecutado dicha transiorma- 
ción, obtenemos: 

u 


(2) 92-270. 


v 


Haciendo z= + , tendremos z + z— 2>0 y, seguidamente, 
(2—1) (2-- z 2) 2 0, de doude zz 1. 
De este modo, el problema se ha reducido a resolver la desigualdad 


2 4 6 bien Gy» Gy. 
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2 — m $e 
Ya que Osch de la última  inecuación ` oblenemos: 


]— 00; 0| que es la solución du (6). 
YIEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
Q* Asti <i. (8) 
SOLUCIÓN. Como el discriminante del trinomio de segundo grado 
a* pe los negativo y el coeficiente de 2?, positivo, 2% -px -} 
+4 > 0 con todos los valores rea- 
les de z. Por osta razón, el segun- 
do miembro de (8) puede represen- 
se como (2? Le 4-1)? y escribir 
a desigualdad (8) de la forma si- 
guiente: 
(Caa SE e E D < (e qa 1) 
0 
A esta desigualdad no es po- 
sible aplicar ni el teorema 1 ni el 
2, ya que sabiendo que z* +z + 
+4-1>0, no sabemos qué es mayor: 
2-16 bien 1.Siz? TER 
" -E 1» 1, a la inecuación (9) es apli- 
Fig. 28 cable el teorema 1; si z? pa 4- 1«— 
< 1, a (9) podemos aplicar el teo- 
rema 2. Asi, pues, son posibles dos casos: O < z* 2 4-1 «10 
bien 2* +x 0 3. 
Esto significa, que la desigualdad (9) es equivalente al siguionte 
conjunto de sistemas de designaldados: 
Ayepi<l EE? 
rl0 " <0 
(a+ 1)<0. M Kong 
z>0 deo 
El primer sistema no tiene solución; del segundo, obtenemos: 
]—oo; —1[ que es la solución de (S). 
EJEMPLO 7. Resolvamos Ja desigualdad 
2: sii — r. 
SOLUCION. La función y = 2* crece, mientras que la función y = 
= {| — z decrece por toda la recta numérica. 
Está claro que z = 3 es la raíz de la ecuación 2* = 11 — z. 
Entonces, 13; -4-ool os la solución de la desigualdad dada 
(tig. 28). 


o bien | 
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EJERCICIOS 
Resuelvan las siguientes ineeuaciones: 
999, 037* —210. 1000. (log äs? > (log, Dien, 
1001. 2%-5% > 0,1 (10x-1)5, — 1002, 277972. > 16 1/2, 


- 2 
mm, (I) men mm, see. 


1005, (0, (=E > (6) 19. — 1006, AEN 2 sage 


1007. (Y «Y es) EE NOTET 


9 
H 1 ni 
m pe —— 
1009. 0,02 ? * * EST ETT 
1010. V 328783 1 3x8 «c 162, 1011. dd Md 30. 


2 aa 2) 
1012. 22x —217* >15. — 1013. T — 242-1) -4-8 y >52. 


1014, Dëst 5 5*-|.4, 1015. 


Bet re 


F- T RS 
1016. VS p< SH GE, 1017, qoc 2-48 8.0 ze n 
1018. een 2x8 ec Lë, JOD, AELB Age ec ose, 
1020. 22391. 05 — 2.352 >> 0 

3 y2 3 yr! 1 2 yr-2 E 
a. (g) e) (5) nmm 
1022, 24x — en ar 93.2 «c0, 


ion 

1023. 0,008%4- 51-52 4-0,042 ^ — 30,94. 
1024. VO —35 12.3.9. 1025. 25-2% —0x 45% > 29. 
1020. |z—3]2^-7* 2-1, 1027. (4224-24-17 1. 
1028. VIETA = V 585—7 z HEET, 
1020. VIe 1/2 (135-12) — Y 13*-E 8. 

Gan 10 a amiT 10 
M ERE Ga E "See 
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La resolución de las desigualdados 
loga f (2) > log, € (2), 


Du 


(0 


quo llevan ol nombre de logarítmicas, se basa en los siguientes teore- 


mas. 


TEOREMA 1, Si a — í, la desigualdad (1) es equivalente al sistema 


de desigualdades: 
IKEA 
g(2)>0 
f()2 (2). 


(2) 
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TEOREMA 2. $: 0 < a< 1, la desigualdad (1) es equivalente al sis- 
tema de desigualdades: 


f(x) >0 
DEA (3) 
f (2) «g(). 


ONSERVACIONES f. Quando a > 11a desigualdad (1) y la última inccuación 
del sistema (2) son desigualdades del mismo sentido. En d caso de 0 <a <1 
la desigualdad (1) y Ja última del sistema (3) son desigualdades de sentido con- 


trario. 

2. Las dos primeras desigualdades de los sistemas (2) y (3) prefijan el campo 
de definición de (1). 

3. En el sistema (2) podemos omitir la primera desigualdad, ya que ella 
se desprende de la segunda y tercera. De modo análogo, en el sistema (3) es 
posible omitir la segunda desigualdad. 


'"jENPLO | Mesolvamos la desigualdad 


"EE 
WÉI 7 de—d 


ds (4) 


soLución. Como — log; 2, la desigualdad (4) puede ser 
z 


escrita asi 


2233— 4r— 6 
4r—11 


logi < log ; 2. (5) 
Aquí, la base de los logaritmos a =>, es decir, O<a<t, y, 


por lo tanto, según el teorema 2 la desigualdad (5) es equivalente al 
siguiente sistema de dosigualdades: 


Zeg Ae 
EU es 


4Ax—11 
21? — Ar —6 p 
4r—11 22. 


El sistema  oblenido es equivalente a la desigualdad 


AS > 2, de la que hallamos: (2; 2,75[U [4; -+ co [que es 
la solución de (4). 
remo 2. Resolvamos la desigualdad 


4 P 
leg; LE > log, (2— 2). 
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SOLUCIÓN. Según el teorema 1 la desigualdad prelijada es equiva- 
lente al siguiente sistema de desigualdades: 


4 
3430 
2—z20 

4 
E >? 


de donde obtenomos: 


(2 (21) 
epo 6 


y, seguidamente, ]J—3; —2[ Y ]1; 2 que es Ja solución de la desigual- 
dad dada. 

EJEMPLO 3. Resolvamos la desigualdad 
logo, (2? 4-8) — 0,5 logo, (z* +42 +4) < logos (x +58). — (0) 


soLucióN. La desigualdad (6) es equivalente al siguiente sistema 
de desigualdades: 


334-80 
a*-44z-pA T0 
2+58>0 
logo,; (23 -- 8) — 0,5 ap Let 2) < logo. (X-H 58). 
A continuación, tenemos: 
ZA 
za —2 
e DÉI 
log, (2748) — logos V (242) < logs, (24-08), 
2>-—2 , 
log, BEES c dogo, (2+ 58). 
Como zl» —2, |z4-2| —z 4-2, obtenemos: 
t>—2 T 
EN e 
"Por fin, empleando el teorema 2 para la segunda dosigualidad del 
sistoma (7), llegamos al siguionte sistema: 
>-—2 eg —2 
Ari 2 z-4-58 y, a continuación, 122—3:— 54 > 0, 


[ —9«z«2 


de donde 
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de donde obtenemos; 19; +00] que es la solución de (6). 

viraan 4. Kesolvamos la desigualdad 

log... (22 — 3) > logi; (24 — 62). (8) 

SOLUCIÓN. A esta desigualdad logarítmica no se puede aplicar ni 
el teoroma 4 ni el 2, ya que con relación a la base (z — 2) del loga- 
ritmo no sabemos si es mayor o menor que 1. Si z — 2 > 1, a la 
desigualdad (8) se puede aplicar el teorema 1; si 0 < z — 2 < 1, (8) 
ha de rosol verse con ayuda del teorema 2. Por ello, hay que conside- 
rar dos casos: 1) z —2 > 1; 220 z —2 « 1. 

Así, pues, c) problema se reduce a resolvor el siguiente conjuuto 
de sistemas de desigualdades 


Q«z—2«1 
2a-3>0 
24—bx>0 3 24— 620 

21 —3>24—67 22 —3«24— ôr. 


Del primer sistema obtenemos A i4 del segundo: 


2<x<3. Do modo que ]2; 31 U Eur Ales la solución de (8). 
EJEMPLO $. Resolvamos la desigualdad 


ox, (ie) en o 


SOLUCION. Escribamos la desigualdad (9) de la siguiente forma: 


2 
log s (omg) «108,5 t 
5 z 
Razonando igual que en el ejemplo anterior, Hegawos a la con- 
clusión de que esta desigualdad es equivalente al conjunto de desi- 
gualdades: 


Qc i 


NEE Lë 
È 


OK 
—2,«z«—15 
" do jaa 1,5 
9 bien , le) $ "m (+2) 


DEET Qz:—3) es 
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Después de resolver este conjunto, hallamos, simultaneamente, 
la solución de la desigualdad (9): J]—2; —1,51 U 1.51 U 15; +ool. 
EJEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
logi (r.— 1} — logs (z — 1) > 5. (10) 
SOLUCIÓN, Como 
log, (2—1)=2 108,121] y logos (e—1)= 
logs (z— 1) 


US "Si — log; (z— 1), 
la inecuación (10) se puedo escribir del siguiente modo’ 
Alogi |z—1] Flog, (z — 1) > 5. UI 
Hagamos y = log, (c — 1). Como z — 1 2» 0 y, pur lo tanto, 
]z—1|22z—1, la desigualdad (11) tamai el aspecto: 4y? -- 
+y—5>0, de donde hallamos y < — -7 i y > l- 


Alora el problema se reduce a resolver el del de desigualda- 
des logarítinicas: 


log, (2 -)«-: log; (z—1) 71 


d € 
o bien logs («—1)<log,2 ^; loga (r— 1) => log, 2. (12) 
De la primera desigualdad del conjunto de obteneimos U 
5 
—1«2 Y y, por consiguiente, 


ZI 


es la solución de (10). 
EXEMPLO 7. Mesolvamos la desigualdad 
aol x > 40. 


sotución. De modo convencional, esta desigualdad se puede, 
nominar cxponencial-. logarítmica. Más arriba (véase la pág. 
al estudiar las ecuaciones exponenciales-logarilmicas, indicamos que 
para su resolución se puede emplear el método de tomar ol logaritmo 
de ambos miembros de la ecuación partiendo de una misma base, 
Este mismo método se emplea para resolver las desigualdades expo- 
nenciales-logaritmicas. Es evidente, que la transición de la desigual- 
dad TG >g ti a la desigualdad log, f (2) > loga y (2) sólo rs 
posible a condición de que f (z) >0, g (z) >0 y a >l, y la transi- 
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ción de la desigualdad f (2) > g (2) a la desigualdad log, f (x) < 
< log, g (x), a condición de que f (1) >0,g£ (z) zs 0 y Oa — 1. 

Ketornemos a la desigualdad (13). Sus dos miembros sólo toman 
valores positivos. Tomemos de ambos miembros de (13) los logarit- 
mos por Ja base 10. Obtenemos la desi- 
gualdad log 21%%* > log 10, equivalente n 
la desigualdad. (13). 

Después de las lransformaciones, obte- 
nenos log a Jos zl. es decir, log? z> 
> Í, de donde log zx < -—l; log z > 1. 

De la primera inccuación de) conjunto 
obtenido, hallamos 0< x< 0,1, de la 
segunda, z > 10. Así, pues, 10; 0,11 y 110; 
vol es Ja solución de (13). 

"mio s, Resolvamos la desigualdad 


(8— z)iesita- 2 e 27-4, (14) 


sortuciÓN. De ambos miembros de (14) 
tomamos Jos logaritmos por la base 2. 
Obtenemos log, (8 — z)'o£i8-5) & jog, 23-4, 
equivalente a la desigualdad (14) y, a 
continuación, log;(8—2z) x; 3z —4. 

En el campo de definición de la de: 

Fig. 20 igualdad, es decir, con z « 8, la función 

y = log} (8 — 2) decrece, mientras quo 

lu función y = 3x — 4, crece. Además, es fácil advertir que la 
ecuación log, ($ — Ze —4 tiene la raíz 4. Por cou- 
signionte, la desigualdad (14) Lione la solución: [4; 8l (fig. 29). 


EJERCICIOS 


Desuelvan las siguientes desigualdades: 


2 
1032. lug, ~ log, (5—2). 1033, leg, (22) >108 ett: 
n T 
1034. log y (py áz—z*)iz» —3. 1035. logo. (74-75) — logo (1—4) S — 2. 


1036. log, Qr (äi log; (10—22)—1. 


E E 
1037. log, (74-271 — ioga (16—22) < loga r. 
loga:a (t 1-0) 


03H. 
Ze logo, 15! — logos 9 


s 


2 
1039, 2 logs (2— 2) legs (13) > ^5. 


1040, 


1042. 


1043. 


1044. 


1045. 


1046. 


1048. 
1050. 
1052. 


1054. 
1055. 
1057. 


1059. 
1060. 
1062. 
1063. 


1064. 


1060. 


1067. 


1069. 


1070, 


1071. 
1073. 
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++ opo z—loga 5 > log y (04-3). 104t. logia (11 4 
y 


log, ((2—3) (2-+2)) Flog y (2-3) <—log , 3- 
* Kei 
1 
logy Ez E —log , GF2) log , 4 
Yi 2 
2 y 800058) 
(+) Ba 
log 4 (xt4 4x4) 
o odemer-3x-19, (2) E 
2,25 >(5) 3 
log i (xi-4x41) 
m > 
i) «i. 1047. logo (271) >2 
lg. VETAT d. 009. do >, 
log.(16—0z—23) 41, 1051. lara 7923 
logz., 0,32» 0. 1093. log, 5 2 5. 
x45 
porro euo log, VS 
logs Y 3z-F4-loge 52» 1. — 1056. log, (224 1)-logway z> 2. 
logs (2-+1) < log y (2—2). 1058. logg. qj (3r? —fir-l St, 
log, , 5| 21081 (33—2—2) > 4. 
1-1 ei 
logis s+logss—2 <U. 0001. CEDAT ST 
log, (x - 1? 4108, V Ster? zh 
z 
(log; z}! — EH => -+9 log: 7 z e bum. DU 
dies 1005. log. 5 asta 5° 
* 
2y2 
log; (=i): log LÁ 2 
dën len 2,5% 1. 1908, V des 
3 
LES Y 00082 eec i, 
aa tre Zen 0,255 erg. 
dit gen 3. 1072, sti gloss oy 
glozs (x= 1)=1 _g.glog2(x-19-2 > glogs(xc D, 49, legen 
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1074. 
i076. 


1077. 
1078. 


1079. 
1080. 
1081. 


1082, 


1083. 


1084. 


1085. 


1087. 
1088. 
3089. 
1090. 


1092, 
1094, 


1096. 


1098. 


1100. 


1102. 
1104. 
£105. 
1306. 
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ae quc 17, 


log, (8% — 1 log , (Ges 


3 
log; (log; (2— log, z)) < 1. 
z-Hlog (12%) > x log 54- log 6 


xxl 
Toga (9 39212 je 


log, st ya EA 


F 


1075. log, (45+ 1}-+ log 
—8)2-—8. 


243,5. 


Vi =u lag zi dk z. 


3 


logs = 1) — ls (r-H) -Hog , zu 229. 


log y Eie 811—535 
$ 


ECHO um 4r> 


logaloy y (0*—2) «4 


log 
Bg 


1,3 


3 


2 
a Zett 
pr: 
ixi 


XT 


loro 26 
dog zi—4 * 


219225. 


jete (22 = +4 


log, (logs (2— Jog; z) — t) < 1. 
log, logs log (255 —3.2* 4-10) >0, 


loga (14 log y z--loggz) «1. 


logs log, 108,2 25 2» 0. 
log, (124-8) 


H 


E? 


3 Abr 421 


eh 
E 


1091. log y log; logs, 9 0. 


1093. log, log, (4—12) < 1. 


Ax. cn, In, Zeene, 
EG. logs. |r— 2] 
sl C75 1097. e A 

log 7— log (—8— 27) loga (14254) |. 1 

- >0 1099. 
dog t=-+3) log, (V 3E 11) 
f: = 
logos (AFI) «Lo im. VEFi? 0. 


Togas (F 14345) z 
log{ 


1103. log; (r--3) 


log» z-log, 2z 1-log, -logs 3z > 0. 
logo,s (2-2) log; (11) - logs: (2-+-2) >. 


iog a 
Ys 


(059—382) > —2. 


1107. log vā 
KR 


logS— log (— 5) 


> log. 025. 


(a 


4) > —2 
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1108. 25/989 Lagun 39. um, (243-252) Fan lr, | 


1140. 


logos V 24-3 Sn D 
ftint es 


1 
logaz ~ loga Vaeti" 


P is 
Y logi 814-2 zi. 


1112. 


m 
1143, ]z —1[I08:6 7 S, |, — f [Jorati 


xí 2-+logs x 6 
MS AA <A 
1106. A .41thbnrg 

Ei z 


Tiesuclvan los siguientes sistemas do desigualdades: 
loge (1+2) >2 
Ae Ee, 
um, [55 log 2+log (2593-1) < log (7-2%+-12), 
( logs (z-F2) > 2. 


$ 20. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 


Sea dada la ecuación 
PG a) 20. (1) 


Si se plantea el problema de buscar tales pares (x; a) quesa lisfagan 
dicha ecuación, tendremos una ecuación con dos variables z y a 

Pero puede plantearse otro problema. La cuestión es que si damos 
ala variablea cierto valor fijado, la (1) podría considerarse como una 
ecuación con una variable z, con Ja particularidad de que las solu- 
ciones de ella se determinarían, como es natural, con el valor elegi- 
do de a. Si se plantea el problema de resolver la ecuación (1) con re- 
lación a z para cada valor de a de cierto conjunto de números A. 

(1) recibe el nombre de ecuación con una variable z y un parámetro 
a, mientras que el conjunto A, campo de variación del parámetro. 
Acordemos entender por doquier en este apartado que la ecuación (1) 
no es como una ecuación con dos variables, sino como una ecuación 
con una variable x y con un parámetro a. 

Lu esencia, la ecuación (1) os la anotación abreviada de una fa- 
milia de ecuaciones que se obtienen de la ecuación (1) con diferentes 
y concrelos valores numéricos del parámetro a. P. ej., sea dada la 
ecuación 


La (a — 2) xr =a — 2 (2) 
y sea el campo de variación del parámetro A = (—1, 0,1, 2, 3). 


Entonces, la ecuación (2) es la anotación abreviada de la siguiente 
familia de ecuaciones: 
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con 
con 
con 
con 
con 


En adelante, acordomos sobreentender por doquier como campo 
de variación del parámetro (si no se hacen restricciones especiales) ol 
conjunto de todos los números reales, mientras que el problema de re- 
solución de la ecuación con parámetro ha de onunciarse de Ia forma 
siguiente: resolver la ecuación (1) con parámetro significa resolver 
(sobre un conjunto de números reales) una familia de ecuaciones que 50 
ublienen de Ja ecuación (1) con diversos valores reales del parámetro. 

Como es imposible escribir por separado cada una do las ecuacio- 
nes de una familia infinita, por regla, se tiende a escoger ciertos 
valores «singulares» del parámetro (es cómodo donominarlos de 
control) en los cuales, o bien al pasar por los cuales, trauscurre una 
variacióu cualitativa de la ecuación. Para aclarar cómo se hallan los 
valores de control del parámetro, consideremos varios ejemplos. 

EJEMPLO 1. ltesolvamos la ocuación 


2a (a — 2) z = a — 2. (3) 


` SOLUCIÓN. Aquí serán de control los valores del parámetro, con 
los que el coeficionte de z se reduce a cero, es decir, a = 0 y a = 2. 
Con estos valores del parámetro es imposible dividir ambos miom- 
bros de la ecuación por el coelicionte de x, mientras quo con los va- 
lores del parámetro a 40 y a 32, dicha división es posible. Así, 
pues, es ventajoso considerar la ecuación (3) con los siguientes valo- 
res del parámetro: 


1) a=0; 2) a = 2,3) (a0 
ete 


1) Con a — 0 la ecuación (3) toma la forma 0-z = —2. Ella 
no tiene raices. 

2) Con a = 2 la ecuación (3) toma la forma 0.z = Q. La raíz 
de semejante ecuación puede ser cualquier número real. 


3) Si a 50 y a2, de la ecuación (3) obtenemos 1 === 


Zen J’ 
2 1 
de dondo delerminamos que z— PES 
musuLTADO: 1) si a =0, no hay raíces; 2) si a = 2, cualquier nú- 
az: 1 


mero real será raíz de la ecuación (3); 3) si etd Tec 
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EJEMPLO 2. Resolvamos la ecuación 
(a — Da +2 Qa 4D) z + a +3) =0 WI 


SOLUCION. Ein este caso a = 1 es el valor de control. La cuestión 
radica en que con a = | Ja ecuación (4) es lineal, mientras que con 
a + 1, ella es cuadrática (en esto consiste la variación cualitativa de 
la ecuación). Asi, pues, al resolver (4) es conveniente estudiar los 
siguientes casos: 1) a 1; 2) a l. 

1) Con a = l la ecuación (4) toma la forma: Gr 4-7 = U, de ilon- 


7 
de r = —7. 


H 

2) Kn el caso a = | escojamos aquellos valores del parámetro con 
los que el discriminante de (4) se anula. 

Se trata de que si el discriminante D se reduce a cero con cierto 
valor del parámetro a = «y y al pasar por este punto cambia de sig- 
no (p. ej. D < U con a < a, y D >U con a > gel, al pasar por el 
punto a = ag varía el número de raíces reales do la ecuación cuadrá- 
lica (en nuestro caso, con a > ge no hiny raíces, cou a > np la ecua- 
ción tiene dos raíces). Así, pues, podemos hablar de cierto cambio 
enalitativo de Ja ecuación. Por esta razón, los valores del pará- 
metro con Jos que D = 0, por regla, también se refieren a los de con- 
trol, Compongamos el discriminante D de la ecua 


D = 4 (2a +1)? —4 (a — D la 
de donde D = A (5a +4). 


Jgualando el discriminante a cero, hallamos a= — -— , 0 sea, 


~ S A 
el segundo valor de control del parámetro a. Sia<— T en- 
4 
az e 
al, D>0. 
De modo que nos queda por resolver la ecuación (4) en cada 


tonces D «0, si ( 


å 


ih i pas 
uno de los dos siguientes casos: a < — 


tt sf d. 
Si aL, la ecuación (4) no tiene soluciones ieales: si 
4 E -1) £ V 5a TA 
t > => , hallamos: ty QE SES, d 
ett 


e 4 4 : 
mESUUTADO: Usine, uo hay raíces; 2) si a — 1, x 


hati) 3: 1924 


a—í 
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EJEMPiO 3. Resolvamos la ecuación 


ert o i oa d 
dd G 


SOLUCIÓN El primer valor de control del parámetro es a= 0, 
En tal caso, la ecuación (5) no tiene raíces. Examinemos el caso 
cuando a 0. Después de las transformaciones (5) toma la forma: 


(1—2)z* +20 +a p1=0. (6) 


Igualando a cero el coeficiente de 2?, hallamos el seguudo valor 
de control del parámetro: a = 1. Con este valor de a, la ecuación (6) 
2 = 0, de donde x = —1.Sia 4&0 y a Æ 1, 
aki 


loma el aspecto: 2x - 


de la ecuación cuadrática (6) obtenemos: z, — —1; z, = 


g--1 
VERIFICACION. Al pasar do la ecuación (5) a la (6) se produjo la 
ampliación del campo de definición do la ecuación y, por lo tanto, 
podrían aparecer raíces extrañas y, precisamente tales valores de z, 
con los que el denominador de una u otra de las fracciones de la ecua- 
ción (5), se reduce a cero. En nuestro ejemplo, semojante valor es 


2 
sólo uno: 2=-7 - Puedo suceder que con ciorto valor dol parámetro a 


2 A A 
resulte que s, SC Entonces, con este valor de a, z, será la raiz 
extraña. Puedo oecurrir, asimismo, quo con cierlo valor de a, ELI 
. Así, 


¡2 


2 H P P 
A. Entonces, cou esto valor de a, x, será la raíz extraña 
pues, aclaremos con qué valores del parámetro se realiza la ig 


2 
dad r, = ex 


2 : 
Hacicado <= —1 hallamos que a — 2. Esto quiere decir quo 
v,— —1 es una extraña. En esle caso 
pb. 252550 22 1 
“aci —2—1 jj 


2 
a 


Esta última ecuación no tiene raíces reales. Eslo quiero decir, 


OD 1 A 1 
que y con ninguno de los valores del parámetro es raíz 


a] 
extraña, 
lemos hecho la verifi ón para Jos S a #0, a x5 1. Mà 
arriba ya hemos señalado que si a = Q la ecuación (5) no liene rai 
ces. Sia = Í, la ecuación (5) tiene la raiz x = —1. Como con a = 1 


y z = —l la igualdad zl no se realiza, la raíz z = —1, hallada 


en el caso cuando a = 1, no es extraña. 


$ 20. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 189 


RESULTADO: 1) si a=0 no hay raices; 2) si a—1, t= —1; 
a2 
3) si a=—2, z— 1; 4) si a 3-0, a=-14 nti, 
aki 


En la fig. 30 se aduce Ja ilustración gráfica del resultado obte- 
pido. 
PAEMPLO 4, Resolvamos la ecuación 


Vi+Va=/T=(=+0). (9) 

SOLUCION. Aquí, o =0 es el valor de control del parámetro (con 

a< Qel primer miembro de la ecuación no está definido, cou Ze 0, 

definido). Por esto, al resolver la ecuación (7) es ventajoso analizar 
Jos siguientos casos: 1) a < 0; 2) a >0. 


1 
KEE? Läb 
3, g, ës 


Fig. 30 


1) Es evidente que con a — 0 la ecuación (7) no tiene raíces. 

2) Si a >0, habiendo olevado al cuadrado ambos miombros do 
(7) y, después de las posteriores simplificaciones, llegamos n la ecua- 
ción 


2y az =1 — 2x — 2a. (8) 


Aquí no advertimos ningún nuevo valor de control del parámetro. 
De nuevo elevamos al cuadrado los dos miembros de la ecuación y 
realizamos las posteriores simplificaciones, después de lo cual obtenc- 
mos la ecuación cuadrática 


4z* +4 (a — 1) x 440? — 4a 4-1 — 0. (9) 


Escribamos cl discriminante de la ecuación (9): 2 =4 (a — 
— 19 — 4 (4a? — Ae +1). 

Igualándolo a cero, hallamos a, = 0, DEE que son Jos valores 
de control del parámetro. Notemos que 2 «—0 si ai (recordemos 
que consideramos el caso az»0). Así, pues, cs conveniente anali- 
zər los siguientes casos: > 0ca«i. 
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En el primer caso, la ecuación (9) no tiene soluciones, en el se- 
gundo, obtenemos 
—a+ y 2a— 30? 
2 


Lua 


Ya hemos señalado más arriba que con a < 0 la ecuación (7) no 

tieno raíces. De modo que al resolver (7) hemos legado al siguiento 

" - a e 2 è 

resultado: si a «0; "uL, no hay raíces; si 0 <a x 3^ los si- 
guientes valores pueden ser las raíces de la ecuación (7): 


a+ y 2a— 
[PL 7 š 


Esta mesurada enunciación está ligada eon que al resolver la 
ecuación (7) se elevaron al cuadrado ambos miembros, lo que puedo 
conducir a Ja aparición de raíces extrañas. Es decir, los valores de 
25 y 2, hallados, han de ser comprobados. 

La verificación de estos valores poniéndolos eu la ecuación (7) 
es dificultosa, por lo que elegimos otro procedimiento, Sefialemos que 
el campo de definición de la ecuación (7) so prefija con el sistema 
de desigualdades: 


| z20 
1— (t -- a) zz 0. 
A continuación, de la ecuación (8) se desprende quo ha de veri- 


ficarse Ja desigualdad 1 — Ze > 0. Así, pues, las raíces de la ecua- 
ción (7) deben satisfacer el sistema do desigualdades 


rz 120 
1—(244)>0 o bien tes) 
1—2z—2a20 ica X 
=>0 
de donde "—— (10) 


Comprobemos si los valores de z, satislacen el sistema (10). 


Consideremos el sistema de desigualdades 
1— y 2a — 3a? 
A 


1—a+ y 2a— da? T 
—M—— tas 2: 
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segunda desigualdad de este sistema es eyuivalonte a 
y2 
tiene una sola solución: a —0. 

Conto este valor satisface también Ja primera desigualdad del 
sistema, ésto tiene una solución: a=0. Esto significa que 
Lack Ae 30? 

2 


vie —a, que en el caso que estudiamos (0< as -3). 


DE con a=0 es la raíz de la ecuación (7) 
1 e t a 
(con a=0 tenemos ==3) » pero si a5 0, x, es una raíz extraña, 


Comprobemos si el valor de x, satisface el sislema (10). Analice- 
mos el sistema de desigualdades: 


1—a—y 230? 
—— > 
i1—a— NB 
TA pax 
El es equivalente ol siguiente sistens. | y, 
más adelante, 
4d? —4a4- 1220 (2a — (st 
Pe esi ó bien Jet, A 
a" rer e? 
de dondo O<a<+. Así, pues, z, deg e e es In raíz de 


la ecuación (7) si el parámetro a satisface el siguiente sistema: 


0<a< 


sl cof es 


Kas 


GEN 


, es decir, O<a<>. 
Deeste modo, la solución de la ecuación(7) so puede escribir de la forma 
siguiente: 1) si a «0; aL » no hay raíces; 2) si a = 0, z, = 
1— / 2a — 3a? —a—y 2a — Sei i 
A IN eadi, z- 
2 2 2 
Lo E Y aa 
Señalemos que si a =0, z, — z,. Esto permite que la anotación 
del resultado sea más breve. 
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RESULTADO. 1) si a «0; DEER no hay raíces; 2) si 0 


1 
S7’ 


I 
a 
A 


EJEMPLO 5. Resolvamos el sistema de ecuaciones 
( z3—2az--ay 
y! =ax+2ay. 


SOLUCIÓN. Sustituyamos la primera ecuación del sistema (11) por 
la suma do las ecuaciones del sislema y la segunda ecuación, por su 
diferencia. Oblenemos un sistema equivalente al ínicial: 


l y= 3a (24 y) 

2 —y =a (1 — y), 
(2+y) (22 — xy +y’ — 3a) = 0 
(& — y) (24 zy 4- y* — a) 0. 


A su vez, el último sistema ese quivalente al siguiento conjunto 
de cuatro sistemas: 


(tb 


o bien 


| [z4y-0 
icd 
z+y=0 
pies 
i*?— zy + y? = 3a 

| r—y=0 
a? — ry- y? = 3a 
L Deeg, 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


4=0 
Del sistema (12) balla A 4 
el sistema (12) hallamos: n=0. 


Esta es la solución del sistema (11) con todo valor de a € R. 
Del sistema (13) obtenemos: 


jm 


zia. 


(16) 


Aquí, a =0 es el valor de control del parámetro. Con a < 0 el sis- 
tema no tiene soluciones reales, poro si a >0, obtenemos: 


bc CR 
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a M 
Del sistema. (14) hallamos: | ESCH 


Aquí, como en el caso anterior, a = 0 es el valor de control del 
parámetro, Con a < D el sistema no liene soluciones reales, pero si 
a >0, oblenemos: 

f z= —Y: 


Les 
DEE 


Ys = —Y 3a. 
A a z4+y=u 
El sistema (15) es simétrico. ITaciendo ag obtenemos 
yv, 
u*— 3v — 3a D 
2 de donde 
u—u =a, v= 


Asi, pues, llegamos al siguiente sistema do ecuaciones. 


l z4y-0 


1y=—4, 


—x 


y 
o bien ( e 


Este sistema coincide con el sistema (16) que ya fue resuelto más 
arriba. 


RESULTADO: 1) si ost, (0; 0); 2) si 2>0, (0; 0), Vira 
Va Vay; (V3a; Viet, (— V 3a; — V 3a). 


rJemrLo 6. Resolvamos la desigualdad 
KE 


ENS: Y 

TES > (1430) 7. (17) 

SoLUCIÓN. Haciendo a +3 — 0, hallamos « = —3 que es el 

primer valor de control del parámetro. Así, pues, hay que considerar 
los siguientes casos: 1) a < —3; 2) a = —3; 3) a > 


1) Consideremos cl caso a < —3. Aquí. a4-3-—U y la desi- 
gualdad (17) esequivalente a la inecuación: 4 (72 — 11) «^ fa 4- 3) x 
X (1--3a) x, es decir, a la desigualdad: 


(Ba? + 10a — 25) x > —44. (13) 
Suponiendo que 3a?*4 104 — 25 = 0, hallamos el segundo valor 
5 
de control del parámetro a: a = 3 DEER 


“De esta forma, la solución de la desigualdad (18) ha de conside- 
rarse en los siguientes casos: 


e 5 a3 a= —5 
a<—3 f gui 
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a«—5;a-z-5—5«a«—3 


vs decir, eu Los cas : 
o Ja?--10a — 25 — 0 y, de la inecuación (18), 


En el prime: 


hallamos. 


En 

En el segundo caso la Tat ildad (18) toma la forma: (az 
>-—44, lo que es válido con toda z. Por fin, si —5<a<— 3, 
Ba? A. 10a — 25 «7 0, de (18) hallamos quo M ACE. 

2) Consideremos el caso a = —3. Entonces, la desigualdad (17) 
no tiono soluciones, 

3) Analicemos el caso a > —3. En tal caso a 4- 3 2» 0 y (17) es 
oquivalenle a la desigualdad: 


4 (Te — M) z> (44.8) (L--3a) z o ben — (2a*- 10a — 25) r < 


< —44. (19) 

Lo mismo que para la daigun (18), los valores de control 
del parámetro a son aquí « y a= — 5. Como ahora consido- 
ramos el caso cuando > —¿ “de los valores de control sólo dobe- 
mos lener en cuenta uno: DEER De esto modo, al resolver la de- 


sigualdad (19) han du ser tomados en consideración los siguiontes 


casos d GËT =3<a< zy. 


3 Au 
En el primer caso hallamos: x «— EE el segun- 
do, la desigualdad (19) no Liene soluciones, en el tercero, obteno- 
T A. 
los: $2» — Os 
5 
RESULTADO. 1) si a= — 3; DEER la desigualdad no tiene solu- 
— zd 5 44 d R 
ciones; 2) si a"; 3<a< z > XE H 3) si 
y e A -— 44 a5 
amy I< urpu * 4) si a= J, 
EJEMPLO 7, Resolvamos la desigualdad 
—2744>0. (20) 


sowución. Igualando a cero el cocficionte de z? y el discrimi- 
nante del trinomio de segundo grado ar?—22--4, hallamos el pri- 
mer valor de control del parámetro a= Q y el segundo valor de con- 


trol DER (con ollo, si al. D<O0; si aci, D>0). Resol- 
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vamos la desigualdad (20) en cada uno de los siguientes cuatro 
casos: 


)omii20-a«xli5) a=0; 4) a<0, 


1) Si a. el trinomio az?—2x- 4 tiene discrionnante nega- 
tivo y coeficiente superior positivo. Esto significa. que el nino- 
mio es posilivo con toda z, o sea, en este caso, la solución de la 
desigualdad (20) es el conjunto de todos los números reales, 

2) Si 0<ast, el trinomio a2?—2z--4 tiene Jas siguientas 


E 


raíces: A.A = A 


, con la particularidad de que 


Y 
D S a 


Así, pues, la solución de la desigualdad (20) es ol signiente 
conjunto: 
[— V1—4a 
a 


I< 


es EE 


3) Si a = 0, la desigualdad (20) toma la forma: —2e-+ 4 >> 0, 
de donde se obtiene x < 2. 


éi 


4) Si a« 0, tendremos EXT 


^ > 
De modo que en este caso la solución do (20) es el siguiente sis- 
toma: 


S 


Lu 


— 1-48 
EE, E IM 


RESULTADO: 1) si a > i —o<XI<-+o; 2) si Uca 
HE EY I= 
"P E i; s> EE áa 


+3) si a=0, 12 4) si acth, 


14- Y 1=%a 1— Y Ida 
EE ie 
EJEMPLO 8. Resolvamos la desigualdad 
241 1 z 4 
a Ta 7a] (21) 


soLución. Transformemos la desigualdad (21) a la forma 


241 
DCS 
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y, a continuacion, 
A —ayst-2z--14-0 
Z 
2 (—2) 

La desigualdad (22) es equivalente a la (21). El valor a — 0 es 
ol primer valor de control del parámetro. lgualando a cero el coefi- 
ciente de z? en el numerador, hallamos el segundo valor de control 
dol parámotro: a = 1. Por fin, el discriminante del trinomio de so- 
gundo grado (1 — a) 44-23 4344 cs igual a a°. El se reduce a 
cero con el valor de control a = 0 que ya hallamos. 

De modo que es conveniente considerar los siguientes casos: 
4)a 1:2) a —0: 3 | SCH i 
)a = 1; 2) a =0; 3) sed. 

Resolvawos la desigualdad (22) en cada uno de estos casos: 

1) Con a= 1(22) toma la forma: zi >0, de donde halla- 
mos: z«— 41, x72. 

2) Con a -- 0 (22) no liene soluciones. 

3 Si ( a 20, después de realizar en el numerador del primer 

3) Si 


miembro de la desigualdad (22) Ja descomposición en factores, obte- 
nemos la desigualdad 


>0. (22) 


1 
(—0 (41) z2 d . : 
= >0 (23) 


z—-— 


equivalente a (22), y, por lo tanto, 3 (2n. 
A su vez, la designaldad (23) debe analizarse en dos casos: 
Í a0 sed 
watt 2 (SSC 
En el primero, 1—a>0 y (23) toma el aspecto: 


(24) 


(25) 


$ 20. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 197 


Para resolver las desigualdades (24) y (25) con el método de 
intervalos, hay que disponer en la recta numérica los puntos — 1, 
EE en orden de crecimienio. Con este fin, compongamos las 


siguientes diferencias: 


at) 


a—i 


2 vii 3 
(0, des —(71. 4= : ud 


u—i 


A 


y aclaremos que signo habrá en cada uno de los casos oblenidos. 
2a 


Consideremos la diferencia 4,— 


A, «0 FEST 


Fig. 31 


A 


Hallamos (fig. 31) que si «<0, 4,7» 0; si O<a< 1, set 
si a2» d, A, 0. 

Analizando la diferencia 4, = ke , obtenemos (lig. 32) que 
sia<—2, Ag>0; si —2<a <0, A¿<0; si Dags 
Ae 20 y, por fin, si a= —2, A4,— 0. 

lixaminemos ahora la diferencia 


ada 


EINE 


Como el discriminante del trinomio de segundo grado à? — a .|-2 
es negalivo, en tanto que el coeficiente do a?, positivo, a^ — a-p 2 > 


4370 
ES 


AED 1, >0 


y 
E 


Fig. 32 


> 0 con todo valor de a y el signo de diferencia A; sólo depende dol 
signo del denominador a (a — 1). Obtenemos (fig. 33) aue si a < 0, 
A3>0;si0<2< i, Ag< 0 sia >14, A3» D. 
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Jlustremos ahora los resultados de la investigación de los signos 


de las diferencias A, Az, Aa (fig. 34). La desigualdad (24) se re- 
suelve a condición do que 0 a < 1 (en la fig. 34 estos valores de a 


nro - Ay«n 


están sombreados), por lo que hay que analizar dicha desigualdad 
en cada uno do los siguientes casos: a < —2; —2 < a < 0;0 < a < 
<i; a = —2. 


4-2 

LS) 

NN oe 
Ad d 4,>0 
Aron 1: AQ MU 
nin Ay 4,20 


Vig. 34 


En los primeros tres casos obtenemos, respectivamente: 


lfabiendo resuelto la desigualdad (24) con el método de interva 
los (fig. 35, a, b, c), hallamos: 
s P 2 x 1 
si a «—2, —1i<r<7' ss Es : 


adi, 
dc 


si —2«ca« 0, ST 


si Deco 1, ecrit zl. 


Por fin. con a — —2 la desigualdad (24) toma la forma 


en (2+5) 
CIE 


de donde hallamos z>— 4. 


S50, 


$ 20. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 199 

Al resolver la desigualdad (25) nos interesarán los signos de las 

diferencias A,, Aa, Ay sóloen ol intervalo a > 1 (en la fig. 34 éste 
no está sombreado). Así, pues, con a > 1, lenemos: 


sti 


Con ayuda del nisiodo; de intervalos haliunos la solución de 
(25): si a 1, 2c —4; cac tH 


acd" 


"ETE, 


pz 
" 


Fig. 35 


Escribanos ahora el resultado definitivo para la desigualilad 
(21): 


ud 


1) si a<—2, iise rt 


2) si a= —2, EH 
E 


3) si —2«a«0, Lect > 


4) si e=0, la desigualdad no tiene i adm 


" 


3) si Oca, icio imi 
6) si a=1, z—1; Ca 


T7} si a>1, s<— 4i; Az deg, 
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EJEMPLO a. Ifallemos todos los valores del parámetro a con los 
que el sistema de ecuaciones 
— tad ay =í -ja an 
à 5 (26) 
(64-a) z-]- 2y -- 3-- a 


no tiene soluciones. 
SOLUCION, El sistema dado no es compatible cuando, y sólo 
cuando, 


-4 tpit (27) 


y hallamos: ous —2; a, —4. 
De la venación ZE, hallamos: o a, — 2. 
Es decir, là condición Za EI se verifica si a1; a —2. 
=-4 
Del sistema hallamos que Ja condición (27) 
es equivalente a igualdad a= —4. Así, pues, con as —4 el 


sistema (26) no liene soluciones. 

EnMPLO to, [lallemos lodos los valores del parámetro a con los 
que la desigualdad (4 — 2 4-30) (x — 2a 3-3) < 0 se verifica para 
toda z de 12, 3]. 

SOLUCION, La «desigualdad dada tiene la forma (e — x;) X 
X (£ — 25) « 0, donde z, = 2 — 3a, t; = 2a — 3. Después de re- 
solverla oblenemos z, < T< z, (si x, < z,) o bien zy < 7< a 
(si 2, < x); six, = zz, no hay solución. 


"c EB rua 
ZER) 


32-34 N 


2-3 2a-3 * 


Sig. 36 


Así, pues, como solución de la desigualdad inicial nos sirve el 
intervalo 12a — 3; 2 — 3al o bien 12 — 3a; 2a — 3l (fig. 36, a, b). 
Del planteamiento del problema se desprende que todos los pun- 
tos del segmento |2, 3] deben satisfacer la desigualdad prefijada, 
pero esto se verificará cuando, y sólo cuando, Jos puntos con coorde- 
nadas 2 y 3 yacen dentro del intervalo Le zl ó læ; xl, es decir, 
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cuando 2a — 3 «C 2 < 3 « 2 — 3a o bien cuando 2 — 3a <= 2 «— 
«3 «2a —3. 

Del sistema do desigualdades 2a —3« 2 < 3 — 2 — 3a obteneinos 
2a—3-2 1 


el sistema de donde hallamos que a< 


2—3a>3, e 
El sistema de desigualdades 2— 3a < 2< 3< 2a—3 es equi- 
2—3a<2 


valente al sistema į ass o de donde hallamos que a72»3. 
2a—3 >93, 
Así, pues, la desigualdad inicial se verifica con toda z€[2; 3] 
con a < -4 o bien «2-3. 
EJEMPLO 11. Hallemos todos los valores del parámetro a con los 
que la ecuación 
z*4ár—2|z—2a|42—a4-20 (24) 


liene dos raíces. 
SOLUCIÓN, La ecuación dada es equivalente al conjunto de dos sis- 
lemas mixtos 


z-—azU " 
a*--4z—2(z—a)-4-2—4a- i Q9) 
ge 

a+ Ár 4-2 (z— 4) 4-2—a - 0. (30) 


Jiesolvamos el sistema (29). Tenemos | 


qe 2r Lol 2-0. 
ón a?-p2r pa--2 — 0 es 
à 2» —l, la ecuación 


JI discriminante D de la ccua 
igual a (—a — 1). Si D < 0, es deci 


-F2z--a4-2 — 0 no liene raíces. Si D = 0, o sea, a = —.l, dicha 
ecuación Liene una sola raíz z = —1; si D — U, es decir, a < -—1, 
la ecuación Ueng dos raíces: 2, = —1 — y —a — 1, a, = —1 + 


+ y —a — 1. 

Le rajcos halladas deben satisfacer la desigualdad 3 z» 4; só- 
lo en tal caso se pueden considerar como soluciones del sistema (20). 
Es preciso considerar dos casos: 1) a 1:2) a < —1 (con a > —1 
la ecuación del sistema (29), como dijimos más arriba, no tiene raí- 
ces, de modo que (29) no tiene soluciones). 


1) Sia = —1, z = —1. En este caso, la desigualdad a a se 
verifica, o sea, z — —1 es la solución de (29). 


2) Si a —1, z, 2 —1— Y RS. ta E (Ee 

Aclaremos con qué valores de a so verifica la desigualdad zr, 
y con qué valores de a, la desigualdad z, > a. Dirijámonos, primero, 
a la desigualdad z, 2» a. 
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Tenemos sucesivamente: 
—1—Y —a-—1 za, 
Vacas NIE d (31) 
Habiendo dividido ambos miembros de la desigualdad (31) por la 
expresión Y —a — 1, quo con a < —1 sólo toma valores positivos, 


obtenemos la inocuación 1< V —a — 1, equivalente a (31). 
Seguidamente tenemos: 1 «t —a — 1, de donde a < —2. 
Examinemos ahora z, 2» a. Obtenemos: 

—14Y —a—1 za, Y —a—1 Sekt 

Como con a < —1 cl primer miembro de esta desigualdad es po- 
sitivo y el seguudo nogativo, la desigualdad es válida con toda 
a< —i. 

Definitivamente obtenemos la siguiente solución del sistema 
(29): si a>—1, no hay soluciones; si a —1, z= —1;si —2 < 
<a l, 2 —1- y —a—i;sias —2, fue —1— Y —a—1, 
EM d: 


Resolvamos el sistema (30). Tenemos 


Ts 
<a 


+62 2—3a=0. 
Do la ecuación z? 461 --2—34= 0, hallamos: 


la =—34 Y 733a. 


Sia< no bay raícos reales, es decir, el sistema (30) 


3^ 
' tumpoco tiene solución; si a— $ , t= —3; si al "E 

-—3— V743a4, ps —3--V 73a. 
De las ruícos halladas elegimos aquellas que satisfacen la desi- 


gualdad s&u. Si a= -i , ës — 3 y la desigualdad zeg se veri- 
fica. O sea, x= —3 es la solución del sistema (30). 
Sea a>—+. Aclaremos con qué valores de a se verifica la 


desigualdad xa. Tenemos: 
—3—Y 7434 <a, 
VT+32a z—a—3. (32) 
Como con a>—Í, el primer miembro de (32) es positivo y el 


segundo negativo, la desigualdad (32) es cierta. 
De este modo, z; es la solución del sistema (30) con toda aÍ—i. 
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Ahora, examinemos la desigualdad x, «a. Tenemos: 

—34 V 4-38 <a, 

VTF Sa «a 4-3. (33) 
Como con aÍ—1 los dos miembros de la desigualdad (33) 


son positivos, datos al cuadrado, obtenemos Ja desigualdad 
equivalente 74-3axz(a--3)*. A conlinuacióu, tenemos: (a 
X (a 4-2) >0, de donde hallamos que a xz —2 o bien n 
Así, pues, z, es la solución del sistema (30) si r 0% —2 0 
bien a > —1. 

Definitivamente obtenemos las siguientes soluciones del sistema 
(30): 


n 7 " E Kë D 
si aL no hay soluciones; si a= = q 1% 


si —Í<a<—2 ën — 34 VTF 3a; 


si —2«a«—1, z—z,- —3—V7--3a; 


si az —1, zx, —8-EY7--3a. 

Hemos hallado las soluciones de los sistemas (29) y (20). La so- 
lución de la ocuación (29) es la unión de las solucionos do los siste- 
mas (20) y (30) halladas. 

De los razonamientos aducidos con anterioridad es evidente que 
dicha unión debe realizarse por separado con los siguienles valores 
del parámetro: 

1) d 1; 2)a——1; 3) —-2<a<—4d; 4) «——2; 
5) =i cach a= Mal 

1) Si «> —1£, Ja ecuación tiene dos raíces: Za 7, es decir, 
—3 2 y 7 4- 3a. 

2) Sia = —1, la ecuación tiene dos raíces: —1, — 

3) Si —2 < a < —i, la ecuación tiene dos rai 


Za, zy os decir, —1- V —a—1 y —3-Y 
4) Si «= —2, la ecuación biene Lres raíces: —2, 0, —4. 


5) Si — «a —2, la ecuación tiene cuatro raíces: — {1 -+ 
+V cf —-3+Y7+430. 

6) Si a=—+, la ecuación tiene trcs raíces: — d; —1-r 
+2. 


/3 
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la ecuación tiene dos raíces: g;=— 1-4 


„= —1—V —a 
Así, pues, la ecuación (28) tiene, exactamente, dos raíces con 
gz —2 0 bien cona « ———. 


EJEMPLO 12. Hallemos todos los valores de a, con Jos que la ecua- 
ción 
2 log (243) = log az (34) 
liene una sola raíz. 
SOLUCIÓN. "'ransformemos la ecuación a la forma log GA 3)? = 
= log A continuación, obtenemos (2-3)? — az, de donde 


ap be Dain D (85) 


La ecuación (34) tiene una sola raíz en los siguientes casos: 1) la 
ecuación (35) Liene una sola raíz y ésta satisface la ecuación (34); 
2) la ecuación (35) Licno dos raíces, pero una de ellas es oxtraiía para 
la ecuación (34). 

Consideremos el primer caso. La ecuación (35) tiene una raíz si 
su discriminante D es nulo. Tenemos D = (a — 6)? — 30 = «* — 
— 12a. 

D = 0 cun a = 0 o bien con a = 12. El caso cuando a = 0 no se 
considera, ya que con a = 0 el segundo miembro de (34) es indeter- 
minado. Si a = 12, de la ecuación (35) hallamos z = 3, única raiz de 
la ecuación (35) y, como muestra la verificación, que satisface tam- 
bién ła ccnación (34). 

Kaninemgs el segundo caso cuando D>>0. Aquí, (35) Liene 


—6 3 VaT 12a 


dos raíces: Da i 

Con el lin de que las raíces halladas lo sean de la ecuación (34), 
es necesario y suficiente que ellas satisfagan la desigualdad z -- 3 > 
2» 0. Así, pues, de las raíces halladas de la ecuación (25) una será 
la raíz de la ecuación (34), mientras que la obra no sorá raíz de esta 
ecuación cuando, y sólo cuando, 


.1>-—3 i ja 
4 o bie r 
253 t (ags, 
e 1 283 — i9 8 1 = aE E 
donde = zy H S T » Ta aU Ls 12a ke 


De este modo, el problema se reduce a la solución del conjunto 
de dos sistemas de desigualdades 
a 6+ Y'ai—12 a—6— Ma 
2 > 2 3 
a ya 
3 E 
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Resolvamos el primer sistema. Tenemos: 


UE CEET 
y 2—Ta>a, 


de donde a? — 12a > a?, es decir, a < 0. 
Resolvamos el segundo sistema. Tenemos: 


( Va linn 


Ve Tue —a. 


Este sistema no liene soluciones, ya que bien a << 0, o bien 
—a < 0, es decir, o la primera desigualdad, o bien la segunda del 
último sistema no tiene soluciones. Así, pues, el segundo caso se vc- 
rifica con a « 0. 

En definitiva, obtenemos que la ecuación (34) tiene la única so- 
lución si a = 12 o bien si a < U. 


EJERCICIOS 


Resuelvan las siguientes ecuaciones: 
1119. (02 —2a 4-1) 2=a? 4203. 
1120. (03— a? —4a-- 4) z- a— 


A Ey ay ara — aa z—a 

1121. 24 1 n22. ee, 

1123. -7 — 20.0, 1124. dr. 
a a 


$125. aat— Dale ka —2—0. 
1126. (28 —1) 2— (Ja--1) xa — 1 — 0. 
1127. (0*--a—2) 2?--(242--a--3) z-Fa?—1— i. 


1128, 


1129. 


a 
ME Quos 


2a—z 


100. 


15. ———— 


o z—a y zba sau eL? G(a—1 
SS A m c e -= = Y. 
1133. 2 Gar 1 zeit, 1134. Y za 
1135. z- Vz 1136. Vz—2a— V 
137. VAF i= V2. 


1138. 2 V aF z- Y a—2— V a—z-- Y z (a 


vz 
2 
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1139. 


e e Hi, 
Veto Vra 
1141, (4a— 15) erte [c] -H4 =0. 

E 


1140. 


1442. Jogy st logy == log, lega n. 
1143. 1441 — 244251. p a7 0. 
1044, 34272: -27 — aa 427, 
1 1 
(ig olg loga) A 
1146, log 2z-I- log (2— 2) — log log a. 
1147, loga crea toga 22, 


1145. 4—loga- 


1148. loga V 441-3 logus (A — 2) — 108,4 (16—27) = 2. 
1149. 2—- logua UU Lal 3 loga 1^2 —1 — log, a (12— 1)?. 
1150, aa matr, 1151, las oz) 4, 

1452, atd Ioas Lal "Jans ga p], 


1153. logo (1— V T73) = log, (8— V 133). 
a'—4 
1154. loga log 3 = 1 
logy (2a—a) , loga V3 4 
logy 2 loga V2 (ga 12 * 
Iesuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones: 


` reet äre? ya 1 Sr 
BS: TSN Set EE Jaen 


1158. e 159. (e ya 1160. (En n= 


1155. 


DOEN SO? Gg) (447) = 150%, 
rdyd-z arj-y-z 
1161. fita 162. xz 3ar 
yaa? Lais Dei, 
SC N- 
1163. E 1164. ' Tid 
Y c Y yum da. Va+ Y y=a. 


Resuelvan las siguientes desigualdades: 
1105, a*--az «z1— 2. 


169. 2043 (08) HF < A (++ 


Sa ER z 3—5 

ug, E eL 

um. 2223 —— ue, | SS e| es 
5r— Ae 


1170. (2,5041) 234 (2-2) za «C 0. 


iri. 


1173. 
WIER 
177. 


1179. 
1184. 


1183. 


1185. 
1186. 
1187. 


1188, 
1189. 


1190. 


1191, 
1192, 
1193, 
1194. 
1195. 


1196. 


19, 
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Vid 2ar+la >. 1172. vá 


2YzaÍeácde 1474. VI—V >a. 
Vase, 1176. Vafa- Vai >o. 
Yi-z-«a—z, 1178. VB=04 Varia. 


VS >a—z. 1180. loga (z— 1)--loga 2 2 2. 
log, (12240) >—3. 1182. logs (z—2a) > 2. 
7 
leg, (85 — 22) 1-4 logiz 
ioga €= 7> 1S4, lop mro. 


1-Hlogx Ix (log log a— 1) log, 10. 


log (a4-22—27) « 2. 


¿Con qué valoros de a las dos raíces do Ja ecuación z?— Gaz + (? — 2a + 
+ 9a?) = 0 son mayores quo 3? 

¿Con qué valores de a las dos raíces de la ecuación z? — ar 4-2 = 0 
pertenecen al segmento [0; 3]? 

¿Con qué valores do æ la desigualdad 4* — 4:2* — a -|- 3:2 0 liene, 
por Jo menos, una solución? 


—i 


¿Con qué valores de a la desigualdad q © se verifica con toda 


z perteneciente a [1; 2]? 

jg» qué valores de a la desigualdad (z — 3a) (x — a — 3) < U se veri- 
ica con toda z perteneciente a [1; 3)? 

¿Con qué valores de a la ecuación z | z -H 2e | + 1 — a = 0 slo tiene 
una raíz? 

¿Con qué valores de a la ecuación x | z — 2« | — 1 — a = 0 tiene una 
raiz 

¿Con qué valores de a Ja ecuación z? — 4r — 2| —a|-- a--2— 0 
liene dos raíces? 

¿Con qué valores de a el sistema 


il z--4a* 2a 0 


2t at 4 


tiene, por Jo menos, una solución? 
Con qué valores de a el sistema 


e 


ar=1 


tiene, por lo menos, una solución? 
¿Con qué valores de a el sistema 


AO <0 
DEE 


no biene soluciones? 


208 Primera parle. Algebra. Capitulo IT 


1198. Con qué valores de a el sistema. 


24 (ia) eR 


no tiene soluciones? 
1199. Con qué valores de a el sistema 
Les — 2-06] 4224-50 -60—12 |r] =0 
iuc ra 
Viene, exactumente, dos soluciones? 
1200. ¿Con qué valores de a el sistema 
(450-441 —912 5.0 4—10x [71 =0 
paa 1) z--a (a -+ 2) - 0 


biene una sola solución? 
120]. ¿Con qué valores de a el sistema 
( Jet- 72-6] A-z — 5r 642 || =0 
1*—2 (a 3-2) z-l-a (v4) 2:0. 
Viene dos soluciones? 


1202. ¿Con qué valores de a la ecuación log (z*--2az) — log (8z —0a —3) 0 
tiene la única raíz? 


Segunda parte. TRIGONOMETRIA 


Capítulo I 
TRANSFORMACIONES IDÉNTICAS DE EXPRESIONES 


$ 1. Transformaciones idénticas de expresiones 
trigonométricas 


Recordemos Jas fundamentales reglas do Lrigonomotría, 
1. Signos de las funciones trigonométricas por cuadrantes; 


Cundrante IE P " ges 
ZEXENEXE 
SESESESE 
LEE 

cL 


II. Ciertos valores de las funciones trigonométricas: 


JE 


EP 


"S 


: 


Se 


tgr 


EDE 
l 0 | a 
Io 


cigz 


E 
E 
aa 
E 
E 


14-0204 
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IIJ. Paridad, periodicidad. 
La función y = cos z os par, las demás funciones trigonométri- 
cas son impares, Ásí, pues, 


cos (—x) = tos z, 
sen (—2z) = —sen z, 


Wiss Las ta) " 
etg (—2) = —elg z (1 an)*. 


Todas las funciones trigonométricas son periódicas. Con ello, 
T = 2n es el período de las funciones y = sen z, y = cos v, en tauto 
que 7 = n, el período de las funciones y = tg z, y = ctg T, Asi, 
pues, 
sen (rt 2n) = sen (x — 2u) = sen z, 
cos (1-4 21) = cos (x — 2xt) = cos z, 


tg En) (on) lge (re Z tal, 
cig (x+ n) = ctg (z — 1) = ctg x (1 + nn). 


1V. Fórmulas que ligan las funciones trigonométricas de un mismo 
argumento 


costa -+ sen? — 1, (IV.1) 
1 
dd uta um (a + an), (1V.2) 
1 4 
Liege zin). (1V.3) 


V. Fórmulas que ligan las funciones de argmuentos, uno de los cua- 
les es dos veces mayor que el otro: 


sen 2a = 2 sen a cos a, (V.1) 

cos 2 = cos? a — sen? a. (V.2) 

ee BEES (nu a ash RE). (äi 
cat Aue 

cnn EE (ee). (a 

1-4 cos 2a = 2 cos? a, (V.5) 

1 — cos 2a = 2 sen? a, (V.6) 

1 + sen 2a = (cos a + sen a)”. (V.7) 


* por doquier, en adelante, si zo hay especiales reservas, so sobreen- 
tiende que los parámetros n, X, L m, . . — toman cualesquier valores enteros, 
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VI. Fórmulas de adición de los argumentos: 


sen (æ E f) = sen œ cos B Æ sen D cosa, (VIA) 


cos (c + fj) = cos a cos D F sen a sen fi, (1,3). 


. (a+ f)= E (adam, Bu Tad 


ap m) a (VL3) 


ctg («+ P)= E ra (nn, Bak, a pnm). (VLA) 


VII. Fórmulas de reducción: 


E sie AE. 2a- 

S laa 
seng | cosa cosa | sema | -sua|-esa|-coa| —sena 
cosg | xne | -sng | -cosa | cosa | -seng | sonaj cosa 
VE | cig a -ciga -iga go ciga | ~iga -iga 
dez | iga galega ciga el ~iga | —curo 


Para que sea más fácil rotener en la memoria las fórmulas de re- 
ducción indicadas en la tabla, se puede aplicar la siguionte regla 
nemónica: 

1) determinar la denominación de la función (si el arco o se di- 
seña desde el diámetro horizontal (n + a, 2x — oi, el nombre de la 
Tunción se conserva, si el arco « so diseña desde el diámetro vertical 


x 3n ` 
(Fe [A TE a) , las funciones seno, coseno, tangente, colangente 
cambian por coseno, seno, colaugente, tangente, respectivamente); 


2) determinar el signo de la función; considerando el arco œ como 
ol del primer cuadranto, se halla el cuadrante en el que yace el arco 
FE a y se dolermina el signo de la función dada en dicho cua- 
drante. 


tar 
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VIIL. Fórmulas de transformación de la adición de funciones trigo- 
nomélricas en su producto: 


sen a 4- sen f = 2 sen s (VIIL4) 
sen a — sen p = 2 sen Sch cos SE d (VI1I.2) 
zen Luef Zeg TE. cos EE, (V111.3) 
cos a — cos f = 2 sen — L sen ES e (VlILA) 


Wet rn (ase ems PH Ha), (VILO) 


sen (1) + a) 
sena sen p 


ctga E el (ann, Bank). (NI 


1X. Fórmulas de transformación del producto de funciones trigono- 
métricas en su sunun 


son a cos p= SUR BERT. DER 
cos e cos f SHEI B). r (1X.2) 
sen æ sen ËCH (1.3) 


enpro 1. Simplifiquemos la expresión 
"OR sen? (a. — 270*) cos (300° — ol 
lg? (a. — 907] cos? (a — 2207 
soLución. llaciendo uso de la paridad de la función y=c05z e 
imporidad do y= sen z, y — ur z, oblenemo 
f(e)— —sen? (270° — a) cas (300 — a) 
=- y (W al cos (270—a) ` 
Empleando las fórmulas de reducción, hallamos: 


— Cos? &.-cos ac costa 
fa) = 3 7 = =C03 4. 
cig a (—sen a) DE e 
Sen? a. 


La expresión inicial es idénticamente igual a cosa sobre el 
conjunto de tales o que seno 7^0, cosa 50, es decir, cona Æ 


a 
msa = ES sen 2a. 


E Uni mH. 
iram rs 


$ f. Transformaciones de expresiones trigonométricas 213 


SOLUCIÓN. Transformemos el primer miembro de la identidad: 
cos? a. E costa 


wap E E 
Y 2 cos p sen pl 


a [1 
sen s cos 


Pero (véanse las fórmulas (V.1) y (V.2), pág. 210) 


sen E cos D L sena, cos E sen? cosa 
Spy a 7 p= ' 


por lo que 


sen y cos $ 
E p 2 2 1 
a e dë 
costa a Ce 
cos? -—cos* - 


1 1 p 
= 7 SON A COS += SUN 2x. 
2 4 


La identidad demostrada es válida a condición de que: sen S x 
x cos E #0 y cosaz0, o sea, consena #0 y cose 350, e 
decir, con a zi A 
EJEMPLO 3. Deinostremos Ja identidad 
tg? 2a — tg? a 
tg 2a ig! a 
SOLUCION. Desarrollemos en factores el numerador y denominador 
de la expresión en el primer miembro de la identidad: 
1g? 2a — Ig? a. (tg 2a — tga) (tg 20 la) — 
1-20 tgo —(i—lg2«tgo)(-Fig2elga) — 
tg2a-tga — _tg2a—iga 
^ 1ga go 1Flglatgo * 
A continuación, empleando la fórmula (V1.3) (pág. 211), halla- 
mos: 


= lg 3a lga. 


tg Qa + o)-tg (2a — a) = tg 3a-tg a. 


La identidad demostrada es válida coast + ak, la e 


mm 


+ Han, 3o q E sun, es decir, cong se m E "m^ Y wwe 
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E (a conjunto P de todos los números de la forma 


AEn està contenido en el conjunto 77 de todos los números 


de la forma -- 4-22), 
G 3 


EJEMPLO 4. Demostremos la identidad 
^ sen œ sen (60% — a) sen (60% -|- a) = sen 30. 
SOLUCION. Ayní, es conveniente omplear para el primer miembro 
de la identidad las fórmulas del grupo 1 X (pág. 212). enemos: 
4 sen a sen (60° — a) sen {60° + a) = 


cos (607 —a — 60° — a) — cos (60° —a H00 +a) — 


—ÁAseno z 


1 


= 2 sen a (cos ( — 2a) — cos 120%) = 2 son œ (cos 2a 4- 
== 2 sena cos 2u -4+ sen a = 2 mig deb son fade) y 


4 sen a == —sen a Leen da jl sen a = sen Jac. 


Es evidente, que la identidad demostrada es válida con todos los 
valores reales de a. 
EJEMPLO 5. Comprobemos la igualdad 
sen 47% -- sen 61% — sen 11° — sen 25? = cos 7°. 


SOLUCIÓN. Para la transformación del primer miembro de la igual- 
dad empleemos las fórmulas del grupo VII), Ponemos: 
(sen 47? + sen 61") — (sen 11? + sen 25% = 2 sen 54? cos T° — 
— 2 sen 18° cos 7? = 2 cos 7^ (sen 54° — sen 18%) = 
= 2 cos 7°-2 sen 18° cos 36^. 
Si la expresión obtenida se mulliplica y divide por cos 18°, es 


posible hacer uso de que 2 sen 18° cos 18° = sen 36°. 
Eutoncos, obtenemos: 


cos 18? 
~ Tos i8 


2 eos 79. SO 30% cos 315° 


sen 720 
cos 18 S 


is 
va iE 7 0097 


= cos 7°. cos T°, 


Asi, pues, la igualdad inicial es cierta. 


Observación, En muchos casos, cuando tenemos el producto de la forma 
sen a cos 2a cus 4a-. . .- cos 2a o do la forma cos a cos Za cos a+. . .- 2a, 
es útil el procedimiento que utilizamos en el ejemplo 5. Él consiste on quo la 
expresión dada so multiplica y divide por cos a o bien, por sen o, con el fin 
de que después de utilizar la fórmula 2 sen a eos a = son 2a, seguidamenlo Ja 
fórmula 2 sen’? o cos 2 a = sen 4 a, ete., simplificar la expresión dada. Ilustre- 
mos jo dicho con un ejemplo. 
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JEMPLO 6. Calculemos cos cos 2" dos cos EL cos wr g 
PD Rt aa e Fre Se 65 


325 
X 008 7g-. 


soLuciÓN. Designemos sk producto dado St E 


MN oros 


Së 
y dividamos A por 2 sen 7 . Como 2sen E cos 7 — sen A; 
2x 2n 4n Su 16% 32n 
Hou 05 cos 05 cos $5 cos "uc 65 cos 05 cos SS 
2sen E: 
A continuación, tenemos: 
La LT ig equ Eege MEL 

L3 xd E Roy Abou Gu GM N 


etc. Como resullado, obtenemos 


EJEMPLO 7. Sabemos que (ga = — y7 «acm. eallomos 
g X Z 


los valores de las domás [uncionos E icas del argumento a. 
SOLUCIÓN. Ante Lodo liallemos el valor de ctg œ. 


Tenemos: elg um io e séit. A continuación, de la fórmula 
iga 3 
(1V. 2), obtenemos: 
costa = € NS 
“ea 3 
Es decir, ees d o bien cosa — -—i. Pero, de acuerdo con 


el planteamiento, o pertenece al segundo cuadrante, donde el coso- 
no sólo toma valores negalivos. Así, pues, cos a = -— 


sena 
Como tga= E "XD sena — lgacosa, de dondo sena — —. Do 


4 DEUS NH: 
modo que ctga= -g 00— —; sea. 


EJEMPLO 8. Calculemos sen a, cos a, lg a, cig a sia = 1122 30*. 
soLución. Do la fórmula (V.5) so desprende 


Zo 


[cosa | = y SR. 


Como 90? < 112? 30' < 180”, cosa < 0. 


216 Segunda parte. Trigonometría. Capítulo E 


Según el planteamiento 2& = 225°, es decir, 


cos 112930" =- YA 


De modo análogo, empleando la fórmula (V.6) y teniendo en 
cuenta que, según el planteamiento, o es un ángulo del segundo 
cuadrante, obtenemos: 


sen 112230" = (Alar, 


24] 
2 


tio a yg, 
Nä 
ie 1030! ——L yE 
s Or dp 
EJEMPLO 9. CalcuJemos ei Si cosa = —0,0 y 180 < oe 2700, 


soución. Del planteamiento so deduce que 4o ez te < 67:30", 


Pero, entonces win, Empleando Jas fórmulas (V.5) y (V.6), 
obtenemos: 


/ (um 


14 cos 


Como de acuerdo con el planteamiento 1809 <a < 270%, os 
decir, 90* « -$ < 135°, cos 5- — 0. De modo que 


d 14- 06 43 
noy HEEL / TEL La 
CENE "um V 
DH = 
y uz V e 


aneio 1. Caleulemos 16 sen Z- sen 


_ 44 4j 
==. 


È 3 
si cosa — Tr. 
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soLución, Según la fórmula (IX. 3) y, a continuación, (V.5) 
obtenemos 


16 sen. 3 sen E: =16 


=8 (cos a — cos 2a) = 8 (cos a — 2 cos? a + 1) 
Pero cosa. o, por lo que 


16 sen $ son E 7 se -s(i- 2 (47 +1)=5. 

piEMPLO 1. Demostremos quo si € >U, B 20, y>0 y a+ p 
BEE 

tgo ig -A- trig v-- urvigo.— t. Uu 

SOLUCIÓN, T'ransformemos el primer miembro do la igualdad, 

tomando on consideración que, de acuerdo con el planteamiento, 


y ath): 
tgo tg D-- te tg yt tevtga tga tgp 
DEET (F (o 8)) x 
x (tgo 4- tg f) = tga tg fi --ctg (o B) (tga teh) = 


z- (rat lapa weg ue + ty P)= 
liga y ? 
pa ht Ae De at) uro t - 


+1i—igatgp=1. 
De este modo, la identidad (f) queda demostrada. 


; 3 
EJEMPLO 12. Demostremos que si FE <a a, 


————À— l " 
Y 2o8 9 = —1—ctga. (3) 
DEMOSTRACIÓN. Tenemos: 


=VY 2 ctg 0-1 Tola 


V 2etga+ 


mz 
= V (Helga? = 1 -otg al. 
Como en el intervalo Zen se verifica la desigualdad 


ctga < —1, en ese intervalo 1-Fclg& «0 y, por consiguiente, 
f44-clgal=—1—cty a. 
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Así, pues, si E 3, la identidad (2) está demostrada. 


EJEMPLO 13. Demostremos que si sena + senf = 2sen (a+ f), 
doude o 4 [ ak, 


DEMOSTRACIÓN. Transformando los miembros primero y segundo 
de la igualdad sen«-sen( —2sen(«--f) según las fórmulas de 
los grupos VIII y Vl, obtenemos: 


Cru NE mi] 


E ab 
2sen * 7 í sen y 


cos ate a (4) 


Como a+ Patent, es decir, een P uem, uge cub +0 y 


sen Ho y, entonces, do la igualdad (4) se eegene 


&—p ERR 5 
cos y =2 cos 7 (5) 
Consideremos la expresión [2 yt. "Tendremos: 
et sen 5 sen £ Sos Sc) — cos ae 
Wu p E A E 
cos 2 cos 2 cos p) 2 


(homos empleado Jas fórmulas (1X.3) y (1X.2)). Haciendo uso de la 
igualdad (5), obtenemos: 


Así, pues, la igualdad (3) queda demostrada. 
EJEMPLO 14. Demostremos que si 


liga : A anpe T’ 0caci y y 0<Pb<E, 


GER 
souucióN. Calculemos tg (a-+ 28). Tenemos: 
1 
Wow 


tg qaae RER — ` " 
Zem 


1—1ga tg 2] 
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Ahora, hay que Ki el valor de (e 20. Con este fin hacemos 
uso de que sp 7 max Deche ye 
"Tenemos: 


cosp — y T= son? p = Vi EN 


Es decir, tg (a-+-28)= 
4 


De acuerdo con el planteamiento 0a y 0c p T así 


que O-c20« zx, pero tg 2p A, o sea, O< 2f 5 y, por 


lo tanto, 0 «-F20 «x. Pero eu el intervalo ID: a| la Iunción 
tgx toma cl valor 1 sólo en el punto i. Esto significa que -+ 


EJERCICIOS 
Simplifiquen las expresiones: 


2 cos (2—2) sen (7*2) tg Gt— a) 


2 
TES etg (E «) sen (a—«a) 
am rada) mE 


mm don — 1) cos (2x — p) tg Gr — «1 


etg Sarum 2 
1205. "xe ds 1206. nia 02e. 

eu ug 

? (459 Lei. -a 
1207 tg? (45? 4-3) —1 1208. e (£44 i—sena 


METTE cos a 
2co a— 1 


20 (<a) e (44) ` 
1210. cost (a -- B) --cos? (a. — B) — cos 2a cos 20. 
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i21, Ena -Hsen De 
"cos a-[-cosda-Ecos ha * 
i212, on œ -t sen 3a -]-sen Sa -- sen Ta 


0-|-cos da -]- cos 5oc -F cos Ta 
seu asen 3a -sen 5a -h ...- sen Qu —1) œ 


1213. prada Fossat. Fiatia 

on, Je 1215. cos 4x | 4 cos Ze Lä. 
NIE c: 
1218. set (Pd EI see (s-3)- 


seu (Quel a) 


Ue Asen (1594 en (15) 


H 
Comprueben Jas igualdades: 
à n 7 
1220. sen qq es 


1222. Beem Ir cas A cos 4n^ = ctg 10^. 


=+. 1221. tg 559 — ty 367 2 18 MP, 


1223. cos - qo, 3 RE cos EL, 
S Bes $ E 
D 
1225. tg 30 -|- tg ärt urgens Siem 
1226. sen Dr -- B ens 2^ cos AU? cos $19 — 2 eos? 10%, 
- | — ^ een (0? sen 70? 
1227. T =i. 
1228. cos AN) cus 48 — cos 84" — cos (29 L 
] 4 6 
1229. cos E4 cos Pas EEN 
1230. tg 20° -|- Ig rn 80 — e 909 — 8 sen Ar. 
1230. Je 209 — 32 Ig! är 7 1g? är 
J2. sent E sog. 2T qua 3m 7 33, lg? 307. t92 2225 á 
1232. son son? To sen? E 1238, Ig IO Ag TL, 


1234. ES TB 1239. gig e De y, 


n EI TA fac mm 2n Ax En 
gr €" p sgr ce Slo ^45 005 E Cos T op pp. 


Deinuestren las. ideutidadesz 


ET 


1236. cos 


snah o 
“Tosach T) 


1239. p, E b- sen Za sen B-j sen? a sen? B= [cos (x f)]. 
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3 3: 
1240. ol T a) sen ( x +a) sen (s z)* 
+ tg (x +- a) cos (x +0) cos (21 —a) = 
1241. sen (a — 2799) cos (æ 4-9) tg (3a — 1809) = 
= cos (181° — ol sen (1809 — a) ctg (99 — 3a). 
1242. 3 (sent z Loge x) —2 (sen z -|- cost x) — 1. 
tpa pe $ aa Leet E 
ENE TUTTI c E ONG. 
jai, Lo aons Ba y senta senda 
cosa sena 
cos2a ` Le 
M TFsenda ~ iFiga * 
1246. 1 —sen 8a = 2 cos? (45? -- 4a). 


1243. 


23. 


cos S sen E 
m MEE 1 


1247. MMMM —À — — Uo. 
cos psu T. 059 
2 2 
à clga--senia jee 
1248: snae-plga — 1-—cos2m ` 


ay_ curia+tga 
1249. eler a 


1250. (cos o -]- sen f)? + (sen æ — cos B)? = 4 cos? («e + 


1251. a Leg 2a) ctp — t -. 


1—2«cos? p 


sacos "WII 


1253. V Ups Hansen E lass A). 


94. Aaen (2+5) sen (2-5) imt s. 


« 2 cosa cos f) cos (a +p) = cos? a locos! [f — sen? (24 [h 
. cosa -- cos B -|- cos y+ cos (a+ B 1-3) = 


Mr cos EI. rr 


MEN _ Sen (e D) sen (a — D) 
le art "etg ERI 2cosp 


1258. cosa — cos 3a—F.cos Sa = 8 sen? a cash a. 
1250 2 sen a —sen 3a -Hsen 5a — 2 cos 20 
^" dos a —2 cos Za + cos da —— " 


S 
1260. cos œ+ cos (120? — a) -+ cos (1204-01) —- 0. 


A yo "ro 2 =í 


222 Segunda parle. Trigonometría. Capitulo | 


1262. 


e (a+). 


sen 2u 


Calenlen siu emplear las tablas: 

sen 10° cos 20" -+ cos 10° sen 20° 

cos 19° cos 11? —sen 19° sen 11 * 
sen {° cos 39^ — cos r sen 39? 


1203, 


1264. E 
08 —;- cos Ay sen seu —- E: 
c 28 TOU 


1265. cos15”. 1260. tg 15°. 1207. sen 285°. 1268. cos 165". 
1269, cos 29230", 

1270. 2 sen 40% -+ 2 cos 120? — 3 sen 160° — 3 cos (— 110°). 
1271. cos 107 cos 30° cos 50? cos 70°, 

1272. 46 sen 100 seu 30° sen 507 sen 70° sen 90°, 


1273. Ag 9 — ty 27 le 63* -- tg SU. 
1274. Calculon sena, cosa, lga si ctg — —2 y q <u<a 
o K 3 3a 
1275. Calculen cen a, (ga, ciga si cosa —— y nae m. 
1276. Calenlen cosa, Iga, ctga si suum — iy E «ac. 


1277. Calculen sen Ze, cos2a, ig 2o, clgZa si cosa=qp y Dan 


T. 
" 5 sen -l-7 cosa A 

1278. Calculon Entra gj Së: 

1279. Calculen cos (Ga) si wua= -4 y Fa<a<tn. 

1280. Demuestren que e Le. si sena —— e, sena 


y5 Vi 


1281. Hallen: a) ig? e-Fctg?a; b) tg o-belgha; c) lga—ctga 
si Ig a-pelg a m. 
1282. Calculen sen, cos], tg- si a) cosa=08 y Oca ci 


3- y Ire D 


b) uoc 


1283. Calculen sen- si sena A y AXP « a «c DAD. 


2a la 2a 
284. Do o T- es em 
1284. Demuestren que sen r= TS cosa DES ' tgr CS 
si us i 
/ 
1285. Caleulen ig S si sena cosa E DEE 
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Demuestren les identidades: 


1280. 1-Lctg Kee (45 — £) =o D ag (15 — $) , 


1287. tg 3a — tg a tg (80-a) tg (009 — a). 


1288. cosa cos 2a cos Aa cos Ba. cos 46 a 222 326 


32sena * 
1289. 9 cos 15043 cos Ze -+3 cos 19a -+9 cos 11a = 24 cos? 2a ces 130. 
i-Fsen c cos œ Y 2 sen 2a 
1290. —— : Es 
son"! a —c0s7! a — sen &.-]-cos a Fd E 
Tu 


1291. 3— 4 cos 244-005 do — 8 sen* a. 


m rg y 1 T 
M M RE < 
422) Y Au musa a= VE si on en 
1 1 2 x 
1203, v senta T cos! o snia H 72 SE SIR 


1294. Vsa FR a Vies (aL) ER 


«3 año. 


1295. yotga F cosa -- V cr a. — csu — 2 cos + Vga si uc 


1296. y T (isen 
—sena 


—2 Igo si EI Fnk a < I Link, 


2 » D 
LL Sb nkka Li 
im. yigerdgapi.| Sin z S 

——_—. si— =p aka nk. 
sen Zo 
1298. ViT cosa -Feos 2a + V1 — cos 2a -H 1/2 (sen a- cus) = 


2 y 2 (sen &-|-cos a) si 2d <a < $t 2nk 


Py sna si S Ein coe uk 
0 si n-E2nk a i pn 
2y2cosa 3| 2nk <a < 2n-]2nk. 


1209. V 1-2 sena cosa — 


í V3 cos (s) si t da e pz 


— V Zcos («—]) si P pma pma 
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1300. ty 2a tg U^ — a) 4 lg 2o (60 — e) | Mac (07 — o) 1g (309 —o) — 1. 
1301, senta sen (Py) sen? fl sen? (y— rà. | sen? y smi? (a — B) = 
A sen ac sen [sen y sen (o — Di sen (R — y) sen Qr — &). 


182. cos aci fal cos y= t] sen sen dE se sieben 


1303. sen a--sen i sen ges vos Z eos Dcos X si a eye 


1304. tg ai fg fil Ie ym tgo tg ny sim Fins, 
1305, cos? oi ecos? Pecos v—1 - 


—4)" 2cos a cos [V ens y si a fy m an. 
en + si «bey 


rta 


1306. eu o sen fV Lan y=4 eos E 


1307. sen ac] cen fi sen sen à A sen zt P. sn 


-FB-y-RA 2 
1308. e Le — ens? y — eos? 6 — 2. «en IR- y) sen (a + y) sen (a4 B) si ot 
fy ð 


Demuestre que 


1309. Si Ug Pec — etit 2p — etg sym ly 2a elit IB vip 2y, a HY A n. 
1310. Si tga | igb -ryemtire ur fols e Be ym ime 
1311. Si sen? a sn? Pen? 4 —2 — 2 cos e cos [) cus ya 
Ce B- y= n Qke-1) 
ap yaa QUE) 
yen (2m41) 
| a—P—y=2 Q4). 


1 2 
1812. Si n sen rad Mc za FTN im + 


1303. Si coa | eos? fio m, ees (x -- [D cos (a — f) m— 1 
1314, Si 3sen h-an (e Fin, tr (a B) 8 2 co. 


cosa, confie duet (Eta) a 


1315. 8i e 
1316. Si senn | [) m 2sen f y B ai gta m. 
BEE 

sen2g-—n—w*, donde— | 2«& m p 2, nel. 


1317. Si 


e ` Creatrusbzsm, donde mat , oL mn 
CAS sono kan ben, E Su "^ (cp md nd 
, , [magasra do set 

ma, Si (riy, ou, nn ent e abm, 


Seg bunn =m 
an, 


m? Joa — 0. 


HI 
1921. Si 


poe? Ja cos oc sen? a o n 
sen? aL 3a cos? o, 


1 bar A 


1322. 


( 
{ 
( 
1320. Si E 
la 
al 
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$ 2. Trausformación de las expresiones que contienen 
Tunciones trigonométricas inversas 


Recordemos la definición de funciones trigonométricas inversos, 
1) y aresen z es una función definida en el segmento [— 1; 1], 


inversa a la [unción z= sen y, vcl 2. £z] Así, pues, 


(y = arcseu x) > ( 
seny-a. 


Para toda z del segmento [— 1; 1], tenemos: 


-g «wee «D , (0) 
sen (arcsen z) = z. (2) 


2) y = arccos z es una función definida en el segmento [—1; 1], 
inversa a la función z — cos y, y € [0; x]. De este modo, 


Ox ysn 
(y =arccos 1) <=> | 
cos y — z. 
Para toda z del segmento [—1; 1], tenemos: 
0 < arccos z S a, [2] 
cos (arccos z) — z. [2] 


3) y =arctgx es vna fun 


ión definida en ] — oo; eat, inversa 
n 


a la función x ley, ve] ix Así, pues, 


D H 
mr Lee 
(y =arctg z) => PRA 2 
tgy a. 
Para toda z, tenemos 
neige (5) 
tg (arclg z) = x. (0) 


4) y = arcctg z es una función definida en ]—oo; ool, inversa a 

la función z — ctg y, y € 10; al. Así, pues, 
" | WEE 
y=arcotg z) <> egy =z. 


Para toda z, tenemos: 
15-0204 
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0 < arcetg x < x, (7) 
ctg (arccig x) = zx. (8) 


Las funciones y — arcsen z, y arccos T, y arctg z, y 
clg x reciben el nombre de funciones trigonométricas inversas o 
ciclomét? icas. 

Señalemos ciertas identidades de importancia: 


uürcsen (—x) = —arcsen z, (—l < z « 1), 
arccos (—z) = n — arccos z, (—1 « x « 1), 
arctg (—2) = —arclg z, 


arccig (—2) = x — arcetg z. 
Examinemos ejemplos. 
eJemMPLO f. Simplifiquemos la expresión cos (arcsen z), donde 


ATA 


SOLUCIÓN Ifagamos arcsen z — y. Entonces sen y — z, ES 


H 


Xj. Ahora, para hallar cos y empleemos la relación cos*y--1— 


—sen* y. O seo, costy=1—a? Pero -4 << 7 y en este 


segmento el coseno sólo Loma valores no negativos. 


Asi, pues, cosy =V I—x7, es decir, cos (arcsen z)—- V 1—x, 
donde — [xz t. 

raeno 2. Simplifiquemos la expresión cos (2 arcsen zx). 

SOLUCIÓN, cos (2 arcsen z) = cos? (arcsen z) — sen? (aresen z) = 
= (l — 1!) — è = Í — 22. 

genero 3. Simplifiguemos la expresión sen (arctg z). 


SOLUCIÓN, Hagamos y — arctg z. Entonces, tg y= z, beer e 


«C. Para hallar cosy hagamos uso de la igualdad cos? y= 


Pero =F<y< Wé y en todo este intervalo ol co- 
1 


+igiy 
seno solo toma valores posilivos. Por esto, cosy — yt 
1 
Vi+z 


Conto. seu. y tg y-cos y, sen (arctg x) 


es 


decir, cos (arctg z) = 


yite 
EJENPLO 4. Calculemos sen ( 5 arcotg (-i) Je 


Sur Ur ON. Sen arcet -3)-a. Entonces, ctga= -—— 
g á g 4 


a D 
Ü- os D (con mayor precision, -y= <a<n, ya que ciga- 0). 


d"; a 4 
lay que calcular sen. Teuemos: lga= xe 
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hallamos cos? a - 


» 1 ER set + 
Empleando la fórmula 14- ig? = SS 


Pero según el planteamiento = <a<7, y en este intervalo 
3 


cosa <0, por lo tanto, cosa=— 5. 


Conociendo cose podemos hallar sen haciendo nso de lo 


n a .Q 4 

fórmula 1 —cosa=2sen q. Obtenemos sen? =p. de donde 
22 i a 2 NE NA. 

so -=-= o bien sen = =. Pero, «AV. ven esto 
215 7 r$ d. up Ts 


intervalo el seno sólo toma valores posilivos. Así, pues, 
sen (4 arctig (—4)) = 


EJEMPLO 5. Calculemos arcos (eos ( — 


Hagamos y == =arecos (cos ( x) ) . Entonces, cos y =cos( Ea) 6 
Delen, Tenemos: cos ( = E n) — cos ( —án tia) -— cos E n. 


3 y 
De este modo, cos La =cos y y, como 0< gam gem 


OBSERVACION. La igualdad arccos (eos (E DI ze + n no es 


cierta, ya que es evidente que el arcocoseno no puede teuer un valor igual 
ñ (732) (vés op, 225). 


se la relación (3), 


EJEMPLO 6. Demostremos que 


1 1 1 
¡UCCOS 7; "p arecos ( 3 = arccos ( 5) 5 (3) 


L 1 
DEMOSTRACIÓN . Hagamos o = arccos —- , f) — arccos ( — ) eye 
13 


= arccos ( A Entonces, «a <p<a; 
cos y= -i3 Ä nen 


Demostremos que a + f = y. Con este fin examinemos la igual- 
dad 7 (a + B) = T (y), donde T es cierta función lrigonométrica. 
Pero de la igualdad 7 (a + B) = T (y), hablando en general, aún no 
se deduce la igualdad o + $ = y (p. ej., sen 30? = sen 150”, pero 
30° + 1507). La igualdad o + f = y tendrá lugar sia + $ y y per- 
tenecen a un mismo intervalo de monotonía de la función 7- 
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En el ejemplo que consideramos y pertenece al segundo cuadran- 
te, mientras que o LD, bien al segundo o bien al tercer cuadrante, 


es decir, lanto y como æ + B pertenecen al segmento ES EI 3 


Por esta razón, como función 7 es ventajoso tomar otra función 
trigononiétrica que sea monótona en el intervalo indicado. Tal fua- 
ción es, p. ej., el seno. De forma que hallemos sen {æ 4- f). Tenemos: 


sen (a -+ f) = sen a cos p -+ cos œ sen p = 


- zen äi (Alen MT cosh = 


SE p 
u-. 0 


Así, pues, sen (a + f) — aleulemos ahora seny. Tenc- 


mos: 


ES V1-( - 


l 


sen 


De modo que hemos obtenido: 
sen (a +h) = sen y. (10) 


Como o A- B y y pertenecon a un mismo intervalo de monotonía del 
seno, de la igualdad (10) se desprende que o + B = y. Así queda do- 
mostrada la igualdad (9). 

vc 7. Domostremos que si —1 < z < 1, 


; (11) 


busmosrracsón. Calculemos los valores de la tangente en ambos 
miembros de la igualdad (11). Obtenemos 


E 
arcsen x = ACL ————— 
ty 


tg (arcsen x) » Lë (arctg 


H 
" ` Sage E 
es decir, las tangentes son iguales. Seguidamente, cy < aresen x < 


«as desigualdades son estriclas, ya que, según el plantua- 


D 4 
>. es decir, 


aresen z y arctg x pertenecen al mismo intervalo de monotonía de la 
tangente. De esto modo Ja identidad (11) queda demostrada. 
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EJERCICIOS 
Calculen: 


o 
1323. 2 aresen LE ) "erecta (4) + arccos — Lares - n) 


[ES 


/3 1 13 
102%. ig (Sarg Jä E > 
4. tg [Sarctg 3 SC 3 ) 


1325. sen (8arctg V3+2arccos i) A 


1326. cos (a arcsen Aerm EH ) ` 


1927. arccos (cos i 1328. arctg (tg 0,32). 
1020. aresen ( sen Ai a). 1330, arccos (— eo FE), 


3 
1331. arclg (~u in ) + 1332. aresen (sen EM ) p arecos tus 


1333. arelg (ei. -Farcetg (cu LI. 


1334. son (acen (2) à 1335. lg (parese 3) a 


I 
1336. cig (e ecos (4) ) , 1337. sen (usted n +7) " 
138. cos (2aretg -Harcos i) à 


5 ñ 
1339. sen (2 (areen KË — arccos X ) . 


Simplifiquen las expresiones: 


. cos (arccos x -} arccos pip. sen (arccos x + arcsen y). 
, tg (arctg e -]- arctg y). 1343. tg (aresen z -H arcsen y). 

. Sen (2 arcsen z). 1345. tg (2 arclg z). 

6. cos (2 arelg x}. 1947. sen (2 arcctg 2). 


. eos(2Zarcctg a). — 1349. cos (5 aee). 


1350. tg (arge). 
Comprucben las siguientes igualdades: 


2 
1351. arctg Hbarolg =, — 1332. arcctg L-parectg 
3 SE Ba 1 


1 VEN. 
1353. arcctg -y +2arcolg m. 
a > 4 ep pP A. 
1354. arcsen -= —areeos vic y. 


TNAM MEC UM a 
1358. arcsen—- dy arccos yg- arccos -5 . 
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= =arclg (3--2 12). 
NEC 
35 odas a 2 E 
1357. arctg -y -Harelg aria ==. 
4 5 
— PONO MS 16 
1358. arcsen 5 + aresen ELS Larrscn wr“ 


1356. arclg Jason 


Donuestien las siguientes identidades: 
Li 


MUZE: 
arccos Ulf si 0 x & t, 
| —arecos PI=A si —1<2<0. 
de | arcsen Pz si 0s x « 1, 


1359. arctg z --arcsen 


1300. arcsen 7 = 


1361. 
| x —areson PI si —1 130. 
arccos z A Si z 2-0, 
1362. arclg ro Ps 
4 
—ürccos ——— —— si 1 < H. 
^ yis 


d 
— 0<r<t, 
1363. arecos r= 


Vis» 


arctg si Aere, 
arccig Ls EAR 

1364. arclg r= 1 

arccig EC aset, 


Y 
LE or, 


arcclg 
1305. arcsen r= 


Vi 


Tř 
ege — ———n si —1<x<0. 


pg 1 $ 
arcsen —=— si 1 >0, 
3 
1366. arcctg x= Pers 


3 — ürcsen si x «0. 


X 
Yivs 


arctg a si r>0, 


4367. arcetg z= 


toral si <0. 


itz 
2 


13609. Gi arccos (213 — 1) — arccos z si rz 0. 


—nrecus T. 


1368. 2 arccos V 
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$ 3. Demostración de desigualdades 


Al demostrar desigualdades trigonométricas se emplean los mis- 
míos procedimientos que al demostrar las algebraicas (véase la 
pág. 33). Sólo hemos de señalar que durante la demostración de de- 
sigualdades trigonométricas por método sintético, como de referen- 
cia se utilizan con frecuencia las siguientes desigualdades: 


Jon zl, |cosz| <1, senzx<z<tgz, donde (<< T 

En ciertas ocasiones como de referencia se emplean las desigual- 
dades que se desprenden de la monotonía de las funciones geométri- 
cas. P. ej., en el intervalo Jof las funciones y = sen x e y = 
= tg x crecen, mientras que las funciones y = cos z e y = clg a, 
decrocen. Por esta razón, si 0 < z, < z, < > Sen z, « sen za, 


COS 1, > COS Ta, lg z, < lg zs, Clg z, > ctg 2,. Desigualdades aná- 
logas pueden ser obtenidas para otros intervalos de monotonía de las 
funciones trigonométricas. 

lixaminemos ojemplos. 


e " L a 
EJEMPLO 1. Demostremos la desigualdad a sen? œ 4- Er > 


>2/ ab si sabemos que a >O, b 2» 0, a s xn. 


RACIÓN, Hagamos uso de la desigualdad que liga la 
Imética y la media proporcional de dos números positivos 


> Vas, 


á D 
Hagamos en esta desigualdad asenta =a, 7 d, Obteue- 


sen? 
mos: * 
b 
a sen? a. 4- T — 
nx. 8 T 
Sy a son ra? 


de donde a seu?a + 2 Vab, lo que había que demostr 


wiEMPLO 2, Demostremos que si A, B, C son los ángulos de un 
triángulo, 


Hur, 


cos A-- cos B cos Cc 3, (1) 


DEMOSTRACION. Realicemos ciertas transformaciones del primer 
miembro de la desigualdad (1) Tenemos: 


AFB a AZ 


B o 
3 3 + cos C. 


cos A --cos B + cos C = 2 cos 
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Como, de acuerdo con el planteamiento, 14 B+C=180%, enton- 


cos 242 om f. y, por lo tonto, 
cos AHE eos (90 E) -snf ` 
Como O< cos 2er, cos AHP cos sm. 


Así, pues, 
A+B 


3 ges Ce 2 sen £- cos C. 


2 cos 


cos - 


Analicemos la MN ou -FcosC. Tenemos: 


ü cx di cui 
2 sen y + cos C = 2sen -y -+ 1— 2 sen? y. 


llagamos x= sen Ei Entonces, 1 


Zeen C... 1—2 sent £- —22 4 2x -- 1. 


Si ahwa demostramos que — 2a? 4- 2z 4- 1 «3 , de aquí se des- 


prenderá la validez de Ja desigualdad (1). 
Obtenemos 


—2:3-L2r4- 1— «0 0 bien 2—2 t y 1.20, 
de dondo 4z?— Ae A 1220, es decir, "o >. 
Pero esta desigualdad es válida. O sea, para toda z es también váli- 


da la desigualdad —22? + 2z + I< > 


Así queda demostrada la desigualdad (1). 
EJENPLO 3. Demostremos la desigualdad 


sen a sen 2g sen 3a < i. (2) 
DEMOSTRACIÓN. Realicemos ciertos lranslormaciones del primor 
miembro do la desigualdad (2). Tenemos: 


Ey Gogo — cos Su p 
(scu æ sen 24) sen 3a, = EEE senda = 


... 2sen 3a cos œ — 2 sen 3a cos 3 sen 4a -+ sen 20 — sen ba 
E 4 4 


Como senda x;1,  sen2a «; 1, —sen 64 x entonces 
sen 4a + sen 2a — sen ba < 3, con la par SEET de que ol 
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signo de igualdad tiene lugar sólo para aquellos valores de e que 
satisfacen el sistema de ecuaciones 

sen 4a = 1 

sen Zo = 1 

sen Do = ~ 1. 

Pero este sistema no tiene soluciones. En efecto, sisen 2a = 1, 
cos 24 = 0 y, por lo tanto, sen 4a = 2 sen 2 a cos 2a = 0. 

Así, pues, sen 4a -+sen 2u — sen ba <3, lo que signilica que 


EEE de donde se desprende In desi- 


gualdad (2). 

EJENPLO 4. Demostremos que 
sen (Ly H seu a. 
COS & + cos Ma - 


si 0a «a m. n m. 


iga < 


OSTRACIÓN, Como en el intervalo ]0; z D da función y 
-senz creco y la función yz coss, decrece, 
0< sena, « sena, «...« sena, 
€08 0, > €08 t, >... >> COS Zp > D. 
Así, pues, sene, < sen d, -]- sen gek... Lane, «n sen oc, 
N COs Œ > COS Qj + COS a =p... H cosa, 2 n cose, de donde 


n Sen Cy sen &,--sen a,-]- sen Ün IC 
POSCH CoS y+- cus y ETIA Vogt! ^ 
sen Qy en os ERGOE 


be zd 
decir, (ra, < cosa, Loma... pea. E Cia 


o sea, lo quo teníamos que demostrar. 
EJEMPLO 5. Demostremos que 


tgoteb+teBtey+ tgo tg y ci 


sio>0,P>0y>0ya+pr+y<i. 
DEMOSTRACIÓN. Hagamos > —a—f$=. Entonces, y < Y, 
ya que de acuerdo con el planteamiento, y < $ — a — H. Conside- 


remos la expresión tg œ tg p -+ tg p tg y, + tg & tg y. Es posiblo 
demoslrar (véase la pág. 217) que 


tga tgp + tgp tgy diga tam =i. 
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Pero y y y, son argumentos del primer cuadrante, además y < 
< yı- De modo que, tg y < tg y, y, por lo tanto, 


iga tgh + tgh ligy +tgalgy< tga tgh + 
+ tg P igy + tga tg ys 


es decir, tg a ig 6 + tg f tg c + igo tg y « 1, que es lo quo 
queríamos demostrar. 

urwrLo €. Demostremos que si o, D, y son los valores de los 
ángulos de un triángulo, (sen c + sen f + sen y)? > 9 sena X 
X sen f sen y. 

pewosrhACIÓN. Hagamos uso do la desigualdad que liga la media 
aritmética y la media proporcional de tres números positivos: 


llaciendo en esta desigualdad sen a = a, sen P = b, sen y =c, 
obtenemos 


pee pps >| sen a sen sen y 


y, a continuación, (sen œ -sen B -I-sen y)?>9 V (sen a sen B sen y), 
pero Y (sen asen [seu y)? > y (sen o sen psen y)? = sen æ sen f sen y. 
Así, pues, (sen œ -+ sen f -+ sen y)? > 9 sen o, sen P sen y que 
es lo que queríamos demostrar. 
rirawno 7. Demostremos la desigualdad 


a 
a—<sma, (3) 


donde U<Za <4 S 


P " a 
DEMOSTRACION. Tomemos como de referencia la desigualdad o < 


Kat? -$ Transformándola conseculivamente, obtenemos: 


a 
ous «2sen 


7 «cos 


LÀ a a Ki 
7 953 «sen cos 7 


o 
2 
o 
ams 5. < sen a, a (1— sen? $) < sena. 
Ahora, hagamos uso de la desigualdad 


sen T em E . (4 
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Como, de acuerdo con cl planteamiento, Da oe E, son f 


>0 y $ >0. Por ello, la desigualdad (4) se puede transformar en 


ag 2 i a 
sen? <=. es decir, Iso ln 


de dondo 


a (1-5 7) > 0 E, Ui 


;omparando las desigualdades (3) y (5), obtenemos 


oi 2 2 " 
a— <a (1—sew +) sena, 


de donde a $ «sena que es lo que debíamos demostrar 
hiemero 8, Demostremos la desigualdad 
lga—a< lgp—f (5) 
si U<ua<p< + 
DEMOSTRACIÓN. Iagamos uso de la desigualdad Iga >>, dunde 
cre. Hagamos 2=P—a. Entonces, tg(B—e)z»[i—o. Si 
«lomostramos que 
tg p — tg a > tg (f—a), UI 
quedará demostrada la desigualdad tg p — tg a 2» || — c y, por lo 
tanto, la (6). 
Así, pues, vamos a demostrar la desigualdad (7). Para ello com- 
ponemos la diferencia (tg B — lg a) — tg (Pp —2) y la transfor- 
menos: 


ty 
lP—Iga— lg (B—a)= lg — iga ee 


EN (C114) ke? 
ga a MEN EA 
La expresión obtenida es positiva, ya que lg D > tg a. 
De aquí se deduce la validez de la desigualdad (7) y, por consi- 
guiente, de la (6). 
prembro 9. Demostremos la desigualdad 


cosa |- 3 cos 3a -- 6 cos fo > — 7 à 1 (8) 


DEMOSTRACIÓN, Supongamos lo contrario, es decir, que 


cos a -4 3 cos 3a cosa < — 7 $. (9) 
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Al transformar ja desigualdad (9), obtenemos 


3 


cosa -l-3 cos än ]- 8 cos ba -- 06 7 — 1 i 


cosg +3 cos 3a + 12 cos? 3a < — 1 2 


16 " 
cosa- 3 (cos 3a- Acos* 3a) <— 1 d , 
3 (4cos"3a Loi x.) 4 cosa ht A ` 
3 Dei T) cosa 1. (10) 


p 1? 
a que (2532-1 1] 
eos a 7» —l. Es decir, nuestra suposición no es cierta, 9 soa, es vå- 
lida la desigualdad (8). 
vurMrtan 10. Demostrenos la desigualdad 


La desigualdad (10) es falsa, y 


cos 30* > tg 30°. UI 


DEMOSTRACIÓN. Suponganos que la desigualdad (11) no es cierlu, 
es decir, cos 36? < Ig 36°. 
Entonces, consecutivamente, obtenemos: 


cos 300 
cos? 30° < sen 36°, 
$ 4 cos 72 < 2 sen 30°, 
1 + cos (90° — 13°) < 2 sen (0^ -+ 30°), 
1 - sen 18° < 2 sen 6° cos 30° +- 2 sen 30° cos 6°, 
1 + 2 sen 9° cos 9° < cos 6° -+ 2 sen 6° cos 30°. (12) 


Como 1 > cos 6”, sen 9? > sen (^, cos 9° > cos 30°, la desigual- 
dad (12) es falsa. Así, pues, es cierta la desigualdad (11). 
munro 11. Demostremos que si 4, B, C son los ángulos de un 
triángulo, 
sen A sen Pa sen fT (13) 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que (13) os falsa, o sem, que 
A 


De u 1 
sen "ZU sen > pe 
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" A 
Entonces, después de transformar el producio sen sen E en 


la semidilerencia de Jos cosenos, obtenemos: 


(cos — cos 


y, à continuación, 
» 


A—D c AIB NEC: 
cos n= E 7 GC 


(4) 


Como AE B 4-C — 180, 4— BL I809—22, — A-- B4 C - 
= 180° —24, AER (ÉP —2C y, por lo tanto, 


sen LEUZE L cos B, son LEE —cos A, 
sen a Lo i, sen ALLER, st, 


Esto nos permite escribir la desigualdad (14) del molo siguion to: 


cos B -- cos A — 1-|-cos C > E 


o bien cos A4 J- cos B-l- cos Cz 


Pero esto contradice la igualdad demostrada on el ojemplo 2 (véa- 
se la pág. 231). Esto significa que nuestra suposición no es cierta, es 
decir, es válida la desigualdad (13). 

minero 12, Demostremos la desigualdad 


igna >ntga (15) 


i x 1 Erde, Aue 
si 0< OS Te n es un número natural, nÆ l. 


DEMOSTRACIÓN, Empleemos el método de inducción mateinática. 
1) Comprobemos la validez de (15) con n —2, es decir, denos- 
iremos que 


tg2a 721g o, (16) 
donde KEE 


HUE) 
i— tte 


ea 
Uta 


En efecto, tg2a—2 lga 


2iga=2ig07 
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Con 0< a tenemos Iga>0, 1— 1g?a zs, o sea 


ig? 
2 wer eta >0. 
De aquí se desprende la validez de (16). 
2) Supongamos que la desigualdad (15) es válida con n = k, os 
decir, tg ka >k lg a, donde 0 <a < 5. Demostremos quo, 


Ary 
entonces, la desigualdad (15) es válida, asimismo, con n = k -+ 1, 
es decir, 


tg (k -H 1)e (k -b 1) ga, (17) 
donde 0 «a B . En efecto, 
utet dius tha deu — kg biga 


kkalga” I—igkalga * 


Según el planteamiento UK a < zm. 


ap 0 decir, Ug ka «Mp = 


kiga tiga 
1--tg katga > (41) iga, 
de donde se desprende la validez de la desigualdad (17). 
De acuerdo con el principio de la inducción matemática llegamos 
a la conclusión de que (15) es cierla para loda n > 2 natural. 


=f y (pol Pero, entonces, 


EJERCICIOS 


Denmuestren las siguientes desigualdades: 


1370, qe sz Vis si <q Ex A 


IL. ap belga aen, 
1322. ig ec dg f < 1 sia, E son los valores de los ángulos agudos de en trián- 
gulo ebtnsángulo. ^ 
1373. Ug e ur fi > tsi o, $ sen fos valores de los áugulos de un triángulo aculán- 
gulo. 
H "n 
1374. cos œ -| cos B > cosy si a 2 0, B 0 y GL e Py zg, 
1375. sen? a + sen? fi -+ sen? y < 2 si a, f, y son los valores de Jos ángulos do 
un triángulo no acutángulo. à 
1376. senta -F sen"f - sen? y > 2 si a, B, y son los valores de los ángulos 
de un triángulo acntángulo. 
. vost a. |- cos? tens 1 si a, $, y son los valores de los ángulos de 
un triangulo no acutángulo. 
1378. costa | cos? [i |-cos? y < 1 si æ, $, y son los valores do los ángulos de 
un friaugulo acutángulo. 


^ aih sema senB . E D 
1379. sen 3 > 7 E cfc i 
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1380. cos rb » sosa teop sil<a< 2 EIER 5 ^ 
1381. utti etus sica nec ES 
1382. son (5 —cos 2)>0 1383. DEEN 
1984. sent ahora >. 1385. sentat cost uei. 


1386. sen?" a costa « 1. 
1387. tg (x--B) > tg a - tg B si a2 0, B2 0, a B. 
1388. sent z —6 sen? z-5 2 0. 


1389. cos (sen x)>0, 1390. sen (2-]-cos z) > 0. 
1391. cos (x+ arcsen z) e 1. 1392. sen IER x) >u, 


1393. iga-Fclga 2 2 si 0 ca e o, 


2 


1394. — V 2 « sen a 4-cosa < Y 2. 


1395. tg a-Fctg a > sen acosa si NEE 


1396. 
1397. 


1398. 
1399. 


1400. 


1401. 


. | tga--ciga | > | sen a cosa |. 

. senio Lie sen c-Fsen, si 0a n, Dechen, 

cos (a. — B) < cosa.--sen f, si 0a «x, Of x. 

sen (a-|- D --y) < sen a + sen f sen y si 
(ceca cU yc. 

sona- tg a ? E 

cos a+ cg UA US 


SÉ A 
Hara rara EE gp CP gta toga si + E 3 


1402, 3 (tg? a +ctg? a)—8 (tg o---etg a) H- 10 2 0. 


1403. 


sena-—i 


4 2—smna 
sena —2 


4 ^ 3—sna 


1404. (1 4-sen? a) (tg? &.— 2)-- ctg? a-+ cos? a zs, 


1405. sen 2a cos 2a. cos åa cos 8a cos 16 a < T- 


1400. cos œ cos 2a cos 4a: ... -cos 2” 


1407. 


1 
er si «n. 
<a denn 


L 


-4 <senason ($-«) sen (E-«) <7- 


1408. 0 < cos* a.-- cos? (a-p) — 2 cos a cos $ cos (a -H f) <1 


ERU 
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4409. tg cc (cti -- etg y) tif (ctg a etg y)-H- Ug y {ctg a+ cig P) z 0, 
si "em. DËST EECHER 

1410. Eege —1) (ctg 3a tg 2a. — 1) <—1. 

140). U — tg? a) (1—3 tg? a) (1+ tg 2a lg 3a) - 0. 

1412. son? &-|- sen? f > sen a sen f --sen æ -|-sen fi — 1. 


14[3. a —sen a « fi —senf si 0 «a — fi a + A 
sena snp o. n 

Au > sin ET 

MA. TM pos" och, 


In, cos x 4-2 seu zl si asas. 


tge a a 
ut, m suce. 
A e AS 
sona- 
MFNS -Saiak 


4417. 


d. 


1418. ty 5 «as HEEN 
1419. seu a 4-sen 24-4... sen n a <a. 


Au, Sakson Bat etsen 2n — 1 a 
e Sena. 


>! 


1421, (nat Length 1422, — E — «2. 
sen a—003 a tg 7- 


+= 


1425. (gag Phigy>i si a 0, P>0, y>0, cb. 


1423. cos(«-|-f) cos(a —p) « cos? a. 1424, => 28 


uz a ze o 


1420. set asen? Be? zs At aU, pU yu a Py. 


M27. sen da A Sen et 5 se 
1428, | seu na | < M 


(29. cosa «c cort He si nca c, 
" 
" 1 1 2]? A E 
um (He) (Hr) > (1427) oe 


1431. cos 2v «cU si lg veer Tiet, 


Capítulo II 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


$ 4. Ecuaciones 


Recordemos las fórmulas generales para resolver Jas más sencillas 
ecuaciones Lrigonométricas (si no hay restricciones, suponemos que 
los parámetros n, k, L, m.. . toman cualesquiera valores). 


Ecuación | Solución 


sen za, donde Ja | «1 | a=(— UR arcsen a sk 


cos a=«a, donde |a | «1 rcd arccos a 4-214 


üt rea | 1=0urelg a-|- ad: 


etg rema | r=oatcelg oli 


Especialmente, señalomos algunos casos particulares de las cen 
ciones trigonométricas más sencillas, cuando la solución se puede 
escribir siu emplear las fórmulas generales: 


senz=0 <> rank, 


sena =1 > 1=- Fänk, 
sent= —1 EE 


cosz= 0 e t= s nlt, 
1 cosz=1<>x=2ak. 
cos t = —1 <> r= n Link, 
lgr=0=> r= nk. 


16-0204 
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La verificación de las soluciones, es necesaria: 

1) si en el proceso de la resolución, debido a ciertas transforma- 
ciones (eliminación de denominadores, simplificación de fracciones, 
reducción de lérminos semejantes), se produjo la ampliación del 
campo de definición de la ecuación *, 

2) si en el proceso de resolución de la ecuación se empleó la ele- 
vación de ambos miembros de la ecuación a una misma potencia par, 

3) si durante la resolución se utilizaron identidades trigonométri- 
cas, cuyos miembros primero y segundo tienen distintos campos de 
definición, p. ej., 


—1g!— 
183 


uou 
-tga lg fi 


identidades ado izquierda a derecha» conduce 
mpo de definición de Ja ecuación, es decir, pue- 
de conducir a la aparición de raices extrañas; la utilización de estas 
identidades «de derecha a izquierdas nos lleva a la contracción del 
campo de definición, lo que, en general no es tolerable, ya que esto 
puede conducir a la pérdida de raícos. 

Como ejemplo consideremos la ecuación 


decas a 
cma CB s (eB) 


t ptc. 


2ctgz—l (1) 
Tenemos: 
tgr d , 
Ee a 
1 4 
iz. (3) 


Entonces, la ecuación (1) se transforma a la forma 


igz-kd EA 
i—tgr tgr 


Haciendo y- tg x, obtenemos: qi de donde balla- 
nis y= S es decir, gr--4- y, por lo tanto, z=arctg 1 Lan. 


Esta familia satisface la ecuación (1). No obstante, es fácil 
advertir que el valor EE al también satisface la ecuacion (1). 


* Por campo de definición d ecuación f (1) = g (x) se entiende la 
intersección de los campos de definición do las funciones / (x) y g (zx). 
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La causa de la pérdida de las soluciones es la aplicación de las 


identidades (2) y (3). La sustilución de tg (7) pon ur 8 


T EE 1 
lo mismo que la suslitución de clgz por ES contraen el campo 
de definición de la ecuación (1) y, precisamente, del campo 
ME " x " 
de definición "desaparecen" los valores de x 3t nk. En este 


caso, son ellos las soluciones de la ecuación (1) que se “perdieron”. 

Al resolver ecuaciones trigonomélricas se emplean dos métodos 
Tundamentales: 1) la descomposición en factores (véase la pág. 55); 
2) la introducción de nuevas variables. 

Cuando las ecuaciones se resuclven por el método de inwoducei 
de nuevas variables, hay que tener en cuenta que la [nnción a tra 
vés de la cual se expresan las demás funciones, desempeña un impor- 
tanto papel. Puede suceder que nna elección de tal función proporcio- 
na una ecuación irracional, otra, racional. Es evidente que la sr- 
gunda olección es preferible. D. cj., si en la ecuación 2 cos fr -|- 
+ 4 cos z = 3 sen? z hacemos y = sen z, se obtendrá un conjunto 
de dos ecuaciones irracionales: 


219 4-4 V T= P= By? 2(E- y) —4 y 1— 


Pero si hacemos y = cos z, obtenemos una ecuación 
24 + áy = 3 (1 — y’). 

Vamos a designar con R (cos x, sen z) una expresión vacional de 
cos x y sen z, es decir, una expresión constiluida por cos x y sen x 
y constantes con ayuda de la adición, multiplicación y división, 

Consideremos la ecuación do la forma: R (cos z, sen 2) = 0. En 
algunos casos semejante ecuación puede sor reducida a nua conación 
racional con relación a sen x (o bien respecto a cos 2). Indiquemos 
ciertas reglas que facilitan la elección de la sustitución resolver 
ecuaciones trigonométricas. Si cos z entra en la ecuación sólo con 
exponentes pares, suslituyendo por doquier cos? z por 1 — sen? x se 
obtiene una ecuación racional con relación a sen z. Del nusmo modo, 
si sen z entra en la ecuación sólo con exponentes pares, la suslitu- 
ción de sen? z por 1 — cos? z conduce a que la ecuación sea de la 
forma racional con relación a cos z. 

Recibe el nombre de ecuación homogénea trigonométrica de 1-er 
grado de la forma 


acional: 


asen z + b cos z = 0. 


Recibe el nombre de ecuación homogénea de 2-do grado la de la 
forma 


a sen? z + b sen z cos z + c cos? z — 0. 


De modo análogo es posible definir una ecuación homogénea tri- 
gonométrica de cualquier grado natural n. 


164 
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Consideremos el caso cuando a 5& 0. ls fácil advertir que con 
a 55 0, aquellos valores de z con los que cos z = D no satisfacen la 
ecuación homogénea. Por ello, la división por cos z (por cos? z) de 
ambos miembros de la ecuación homogénea de 1-er (2-do grado) con- 
duce a una ecuación equivalente cuando a +0. Dividamos ambos 
miembros de una ecuación homogénea de 1-er grado por cos z y los 
dos miembros de una ecuación homogénea de 2 do grado por cos? z. 
Como resultado obtenemos, respectivamente, las siguientes ecuacio- 
nes racionales con relación a lg z y, por lo tanto, que so resuelven 
sustituyendo z = lg z: 


aigz-Fbm0,au*r4d-bigzdc-0. 
Consideremos ahora la sustitución que permite reducir a una ecua- 
ción equivalente cualquier ecuación de la forma K (cos x, sen z) = 
=0. Esta sustilución es v = lg Y 
Si rsen 4-2n&, es válida la identidad 


1— 1g? Zu 


, Bn e 


14 


Lues 
Uu y 


2 


d 


Por ello, la sustitución u ~ ES In 


nsforma R (cos x sen z) — 0 


en la ecua 


ut 


x( 


El primer miembro de la última ecuación os una expresión racio- 
nal. Así, pues, nuestra sustitución ha conducido la ecuación a la 


forma racional. La sustitución u = uL leva el nombre de univer- 


sal. Como el empleo de la sustitución universal sólo es posible con 
xæ n 2s, es preciso comprobar si los números de la foruma x 
= at + 2nk son las soluciones de la ecuación prefijada. 

En el presonte apartado, además de las ecuaciones trigonométri- 
cas de una variable, se estudian ecnaciones de dos y tres variables, 
así como ecuaciones que contienen la variable bajo el signo de la 
función trigonométrica inversa. 

Examinemos ejemplos. 

FiemLo 1. Resolvamos la ecuación sen 5x + sen z -+ 2 sen? z = 
zm. 

soLución. Como sen 5z + sen z = 2 sen 3z cos2z, 2 sen? x= 
= 1 — cos 2z, la ecuación toma la forma: 


2 sen 3z cos 2z -- | — cos 2z = d 


y, a continuación, cos 2x (2 sen 3z — 1) = 0. 
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El problema se ha reducido a la resolución del conjunto de ccna- 


ciones: cos 2z = 0; 2 sen 3z — 1 = 0. 
De estas ecuaciones hallamos dos familias de soluciones 


ct NA 


yjkMPLO 2, Resolvamos la ecuación cos 15x = sen oz 
SOLUCIÓN. Como cos 152 = sen (34-192) , escribamos la ecuación 


H 
de la forma siguiente: 


sen ( H 152) — sen 5x — 0. 


De aquí 2sen (5% + i) cos (ie) i) =0. 


Por consiguiente, sen iz =0; cos Tiet 4) =0. 
4 4 


De la primera ecuación del conjunto obtenemos 5z-F a 


de dondo zë yh de la segunda ecuación del conjunto 
K " A UI 
obtenemos 103-+-¿=->3 +1, de donde =p ip" 


EJEMPLO 3. Resolvamos la ecuación cos Är cos Dr — cos 5r X 
X cos 9x = U. 
SOLUCIÓN. Transformewos los productos de cosenos en sus sumas 


cosi2r-Fcosr _ cosfAr-cosár — 
TUM z 


y, a continnación, 


d (eos 12x— cos 14x) — 0, 


de donde sen 13x-son z = 0. 
Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de ecuacio- 
nos: sen 13z = 0; sen z — 0, dol que hallamos dos familias de solu- 


1 EW D 
ciones de la ecuación inicial: z — vk: Zem, 


Pero el conjunto (5 conliene el conjunto {an} (es suliciente 
hacer k= 13n). Por ello, el resultado puede ser escrito de forma 
H x 
más breve: == k. 
EJEMPLO 4. lesolvamos la ecuación 


sen z + T cos z = 5. (4) 
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SOLUCION. f-er procedimiento. Dividiendo ambas parles de la 
ecuación (4) por Y 1? - 7? — Y 50, oblenemos: 


— 
V 50 y 30 


e 


1 
—z SI EL 


Fu 


-1, existe lal valor de q que 


auxiliar (o bien p = arccos va) Ahora, Ja ecuación (5) se puede 
5 


escribir del siguiente modo: 


/ 
SON q'sen z |: cos z cos p= E o bien cos(z— q) 


de donde z-—«q 


X ur 
uo ?nk. 


Como que E definitivamente oblenemos las signientes 


soluciones de la ccuación (4): 


n 1 
DE DEE TE 2: 
FILI i j]- aresen v5 22k 


bie Z 4-arecos -2 d 
(» bien EK ek ateco gr " 


2-do procedimento, Wesolvamos la ecuazión (4) con ayuda de la 
Bee z E 
sustitución universal. ixprosando sen x y cos x por Vy liaciendo 


u= Ez llegamos a la ecuación racional 


370—u9) e 
[ET E 


[EST 


A t 1 4 
que, después de resolverla, nos proporciona: Uy==>3, Uy= =3 
Ahora, hemos de resolver el siguionte conjunto de ecuaciones: 


NCC 1 
yy) 875 Ty 
De eslas ecuaciones, hallamos: 
bat ¿bol E 
z= 2 aret stack: z= 2 arelg ( 3 ) + 2an. 


La verif ón nos muestra que el valor de z = n + 21m no sa- 
tisface Ja ecuación (4) (acerca de la necesidad de comprobar estos 
valores al emplear la sustitución universal ya hablamos más arriba). 
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sí, pues, la ecuación (4) tiene las siguientes soluciones: 
ETA a +2ak; x=-—2arclg Gan 2nn. 
EJEMPLO 5. Resolvamos la ecuación 
5 sen z — 12 cos z = —43 sen 3x. (6) 


SOLUCION. Como en el ejemplo 4, empleemos cl método de intro- 
ducción de un ángulo auxiliar. Dividiendo ambos miembros de la 
ecuación (0) por V 5* F 127 = 13, obtenemos: 


Aaen cosa — sen 3z. 
5 14232 _ VE E , , " 
Como (5%) EE (5) =1, existe lai valor de p que 
12 5 42 
y gaT (o bieu dg "sU y dicor). 
Ahora, la ecuación (17) puode oscribirso del siguiente modo: 
Sen z Cos (p — cos z son p = — sen 3x 


y, a conlinuación, 
sen (x — q) 4- sen 3z = 0, 


2sen (22-5) cos (zi 


Después de rosolver el conjunto de ecuaciones 
o pa HE 
sen (2: 2 ) 


oblenomos: it Td ze 


Teniendo en cuenta que q= arcsen y oblenemos las dos si- 


us 
guientes [amilias e De de la ecuación (6): 


E E 1 2, a 
x teen i EE TE s= y Wcson Bude. 


EJEMPLO 6. geben la ecuación 
sen2r 


sen IER. 


(8) 


SOLUCION. Como la fracción es igual a cero, do la ecuación se iles- 
n : 
prende que sen 2z = 0, de donde z = Ka De las soluciones halla- 


das sólo satisfacen la ecuación inicial aquellas y sólo aquellas solu- 
ciones que perlenecen al campo de definición do la ecuación dada 
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El campo de definición de (8) se prefija con la condición sen E A 
#0, 
de dondo r PM (9) 
Marquemos las soluciones halladas ( =$) cou puulos en la 


recta numérica (fig. 37) y tachemos los puntos que so eliminan debido 


" ai - ^ 
3r ^n K P ua 3x JR pe * 
wo "Tess MO DOC e E dr w Ge 


lig. 37 


a la condición (Y). Como resultado, obtenemos las siguientes solucio- 
nes de (8): 


Bm- 1). 


Estas dos familias de soluciones pueden ser escritas con mayor 
brevedad: xr = E donde l 3m — 1 y m € Z. 
EJEMPLO 7. Kesolvamos la ecuación 


S sen x — 7 cos x = Ù. (10) 


SOLUCION. La ecuación (10) es homogénea de l-er grado. Divida- 
mos ambos miembros de la ecuación por cos x (esta transformación 
no conducirá a la pérdida do raíces, véase la pág. 244): 


Stigz—7-20, de donde t= arctg $ -H ak, 


EJSNPLO 8. liesolvamos la ecuación 


sen? x 4 2 sen z cos z — 3 cos? x = 0. 


SoLuciÓN. Dividiendo ambos miembros de esta ecuación homo- 
génea de 2-do grado por cos? z (con ello no habrá pérdida de raíces, 
véase la pág. 244), obtenemos: tg? z 4- 2tg z —3 — 0 

Haciendo u = tg z, llegamos a la ecuación cuadrática u? 4- 2u— 
— 3 =0, de Ja que hallamos: u, = —3, uz = 1 

Resolviendo el conjunto de ecuaciones lg v S 
obtenemos: 


x= arctg (—3)4 nk; zm, 
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mjEMPLO o. Resolvamos la ecuación 
5 sen? x + 3 sen x cos z — 3 cos? x = 2. 


soLución. Esta ecuación no es homogénea, ya que el segundo 
miembro es distinto de cero. No obstante, puede ser Lransformada anna 
ecuación homogénea. Con este fin, empleamos la identidad sen? x -|- 
+ cos? x = 1. Entonces, la ecuación puede ser escrita de la siguiente 
Ior ma: 

5 sen? z -|- 3 sen x cos x — 3 cos? z = 2 (sen? x + cos? z) 
y, à continuación, 
3 sen? x + 3 sen x cos z — 5 cos? « = 0. 


Esta última ecuación es homogénea de 2-do grado. Dividiéndola 
por cos? z y haciendo uso de la sustitución u == lg z, obtenemos: 


Zer + nk. 


psumpLo 10. Resolvamos la ecuación 


z= arctg 


5 son? z+ V 3 sen A ous CL 6 cos? a 


SOLUCION. Tenemos; 


5 son? rt V 3 sen x cos zi G cos? æ= 5 (senta cus? 1), 
Y Bsen x cos c+ cos* z — U. (n 


la cenación obtenida falta el término esen? x, es decir, 


D 0. 

Aquí ya no podemos dividir ambos miembros de la ecuaci 
cos? x, ya que aquellos valores de x con los que cos? x = 0 satisfacen 
la ecuación (11) y, por lo Lanto, la división por cos? z conducirá a 
pérdida do raíces. Operaremos de olro modo: descompongamos el 
primer miembro de (11) en factores. Obtenemos: cos 3 (Y 3 sen x 4- 


+ cos z) = 0. 
Ahora, el problema se reduce a resolver un conjunto de ecnacio- 


nes: 


cosz—0, | JsenzJ-cosz-- 0. (12) 


j 
Dividiendo ambos miembros de Ja segunda ecuación de (12) por 


ps4 n 


cost, oblenemos: ig t= — ——, de donde r= — + EUM 


Así, pues, hemos hallado dos familias de soluciones de (f1): 


De la primera ecuación del conjunto (12) hallamos: £ -X p nk. 


a 


Lab: ^ 
Säll Zeg, 
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EJEMPLO 11, HResolvamos la ecuación 
2 cos? z + 4 cos x = 3 sen? z. (13) 


SOLUCIÓN. En Ja ecuación (13) sen z entra sólo con exponente par, 
por lo que es conveniente sustituir sen? z por 1 — cos” z y, seguida- 
menle, hacer u = cos z. Entonces, (13) toma la forma: 1 


5u? + 4u — 3 = 0, 
24 11 


5 


Nos queda resolver el conjunto de ecuaciones: 


de donde u, , = 


—2— Vis —24-V18 
cosa= SEM cos t Pp. 


5 


La primera ecuación de este conjunto no Lieno soluciones, ya que 
2 


>1, mientras que de la segunda ecuación, hallamos: 


EI A zait es la solución de la ecuación (13). 


%= $ arccos 
FAENPLO 12. Resolyamos la ccuución 

sen 2r + 5 sen x 4- 5 cos z +1 — Q. 

SOLUCION. Lagamos v = sen x - cos x, entonces 


u? = (sen x J- cos a)? o bien u? = 1 -} sen 2z. 


Por esta razón, la ecuación prolijada toma la forma: u? + 5u = 0, 


de donde u, = 0, u, = —5. 
Ahora, el problema se ha reducido a resolver un conjunto do ecua- 
ciones; sen z + cos x = Q; sen z + cos z = —5. La primera ecua- 


ción del conjunto (homogénea de 1-er grado), después de dividir 
ambos miembros por cos z, se transforma a la forma tg z 4- 1 — 0, 


de donde z — — + nk. La segunda ecuación del conjunto no 


tiene soluciones, ya que | sen z | & 1, | cos z | < 1 y, por lo tanto, 
la suma sen x +- cos z no puedo equivaler al número —5. 
Así, pues, Ja ecuación inicial Liene la siguiente solución: x = 


= 3 + nk. 
enrio 13. Rosolvamos la ecuación 
Big 2x — 4 lg dz = tg? 3z tg 2z. (14) 


SOLUCIÓN. "l'ransformeinos la ecuación (14) a la forma: 


3 tg 2z — 3 tg 3z = tg 3z + tg? 3z tg 2x. 
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y, a continuación, 
3 (tg 2z — lg 32) = tg 3x (1 + tg 3x tg 22). (15) 


Dividiendo ambos miembros de (15) por 1 + lg 3z tg 22, obteno- 
mos: 


tg2r— Wu a 
Traag tg 3z (165) 
o bien 
—3 gr - tg 3e (105 
e o 3semz , seudr | 
y, seguidamente, Uer bir 


sen 3x cos x -l- 3 sen z cos 3z = 0, 
(sen 3x cos x -|- sen z cos 3z) -- 2 sen z cos 3x = 0, 
sen 4x + (sen 4x — sen 22) = 0, 
4 sen 2z cos 2z — sen 2x = 0, 
sen 2x (4 cos 2r — 1) = 0, 


sen2xr—0; cos2r— i A 


x 
Xu ri gd arccos $- an. 

YERIFICACIÓN. Es evidente que las ecuaciones (14) y (15) son equi- 
valentes. Aclaremos si fue equivalente la translormación al pasar 
de Ja ecuación (15) a la (16). Con oste fiu, hallemos aquellos valores 
de z con los que la expresión 1 - tg 3x Ug 2e se reduce a cero, Tene- 
mos: 


1 + tg 3z tg 2x — 0, (07) 
sen 3x sen 2r 
ot 

sen Ae sen 2r + cos Ar cos 2x = 0, 
cosz=0, r= Ftal 


Estos valores de z no satisfacen la ecuación (17) (con ellos no està 
definida tg 3z). Es decir, la ecuación (17) no Liene soluciones, por lo 
que la expresión 1 + tg 3z tg 2z es distinta de cero con cualquier 
valor tolerable de z, Pero, entonces, la división por 1 -+ tg 3w lg 2x 
de ambos miembros de (15) fue una transformación equivalente. 

Las demás transformaciones aplicadas al resolver la ecuación (14) 
sólo hubieran podido conducir a la aparición de soluciones extr 
(a cuenta de la ampliación del campo de definición de la ecua 
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al eliminar los denominadores o por haber aplicado la fórmula (VI. 3) 
al pasar de la ecuación (16) a la (16°). El «cribado» de las soluciones 
extrañas ha de realizarse con ayuda del campo de definición de la 
ecuación (14) que se delermina por las siguientes condiciones: 

cos 2x 0 

cos 3x Æ 0. 

De la familia x —3 será necesario eliminar las soluciones obte- 

nidas con le impares; la segunda familia satisface las indicadas condi- 
ciones. Asi, pues, la solución de (14) tiene la forma: 


1 t 
zanm; fe cow Mcecos- Hmn. 


rn nrtan 5 Hesolvamos la ecuación 
seu z Lk Z'seu 2x = 3 -]- sen 3e. (18) 
soLución "l'ransformemos Ja ecuación (18) a la forma: 
(sen z — sen 3z) + 2 sen 22 = 3 
y, a conlinuación, 2 sen z cos 22 — 2 sen 22 + 3 =0. 


Completemos los productos dobles que Lenemos 2 sen æ cos 2z y 
2 sen 2r hasta los cuadrados perfectos: 


(sen? x + 2 sen z cos 2x + cos? 2x) + 
+ (sen? 2 — 2 sen 2z -- 1) 43= 
= sen? z + cos? 2z 4- sen? 2x 4- 1, 
es decir, 
(sen x J- cos 22)? + (seu 2z — 1) 4- 2 = sen? z + 2, 
de donde 
(sen z -|- cos 2z)* + (sen 2x — 1)* -+ cos* z = 0. (19) 


Pero la suma de los cuadrados es igual a cero cuando, y sólo 
cnando, cada sumando es igual a cero. Por ello, Ja ecuación (19) 
es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones: 


sen T+ cos 2z = 0 

sen 2r—1- 0 (20) 
0. 

Después de resolver la tercera ecuación (la más sencilla) del sis 
oblenemos: zr = z + nk. Poniendo estos valores en la 


€08 X = 


tema (20), 
seguila ecuación del sistema, tendremos: 


sen 2 (e ne) 1— sen (a+ 2ak) —1 == — 10, 


$ 
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es decir, e] valor zc nk no satisface la segunda ecuación del 


sistema (20). Pero esto significa que dicho sistema es iucompalible; 
así, pues, la ecuación (18) no tiene solucionos. 
EJEMPLO 35. Resolvamos la ecuación 


V —3— cos? 143 sen 5x —1 — sen z. (21) 


SOLUCION. Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación 
(20) y ejecutando la poslelior reducción a términos semejantes, ob- 
tenemos: 

2 son z + 3 sen 5x = 5. (22) 


Como sen z «C 1, sen 5z < 1, la ecuación (22) se satislaco por 
aquellos, y sólo aquellos, valores de x, con los que, siunltáneamente, 
sena = 1 y sen 5z = 1. Con otras palabras, la ecuación (22) es 
equivalente al siguieule sistema de ecuaciones: 


senz=1 bi 
| sen 5x=1. E 
Resolvámoslo. De la ecuación senz=1 hallamos Z+2nk. 


Poniendo estos valores de z en el primer miembro de la segunda 
ecuación del sistema (23), obtenemos: 


sen5 ($ 


i 2ak) -—sen (e mai) = sm et 


Así, pues, z— zt 2k es la solución del sistema (23) y, por 


lo tanto, de la ecuación (22). 

Poro al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación (20) 
aparecen soluciones extrañas, por lo que es preciso efectuar la veri- 
ficación. En el caso dado no os difícil realizarlo ponieudo los valores 
hallados en la ecuación inicial (21). Tenemos: 


Y 3 cos* ( 7 42a) : 3sen5( B +2nk) =0 
en el primer miembro de la ecuación y 
1 -—sen (3 2ak) =0 en el segundo, 


3 à x e z 
Es decir, 1=-=7 +2nk es la solución de la eeuación (21). 
EJEMPLO 16. Resolvamos la ecuación 


V 1X sen2z-— Y 2 eos 2r. (24) 
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SOLUCIÓN. Elevando al cuadrado ambos miembros de (24), oblene- 
mos {1 + sen 2x = 2 cos? 2x. Hagamos u = sen 2z y, enlonces, 
cos! 2x == | — i. Así, llegamos a la ecuación 1 + a = 2 (1 — u’), 


de la que hallamosu, = —1, u, = i El roblema se ha reducido 
i " 2=3- El pi 


1 ` 1 
a resolver un conjunto de ecuaciones: sen 2z — —1; son 2z = T De la 


iA 1 n 
primera ecuación del conjunto hallamos z = — qt nk, de la se- 


TEES 
(—1) ii ER Pu 

Como hemos hecho uso de la elevación al cuadrado, podían haber 
aparecido raíces extrañas. Esto significa que las soluciones halladas 
han de ser verificadas. En nuestro caso, la más fácil verificación se 
ejecula con ayuda de la condición cos 27 > 0 (con ella, la elevación 
al enadrado de ambos miembros de (24) es una transformación que 
conduce à una ecuación equivalente). 


guuda, £ 


Comprobemos los valores de xo —- ab. Tenemos: cos 2: 
! j 


+20) =0. Esto qu 


= cos ( que los números de la 


forma 2 + nk satisfacen li condición cos22>0 y, por lo 
tanto, sou las soluciones de (24). 
: "E y de ^N 
Comprobemos los valores de s=(—1) 33" Tenemos: 


cos 2x = cus (c UNSER an) . Aduzcamos al parámetro m los valv- 
res (0, 1, 2, 3, elo: 
n. 
con nz (cos - 2 0, 
d 


con n-- l cos ( x + +a) <0, 


con n 


2cos (3-22) >0, 
con n - 3eos ( — + 37) <0, ete. 


Advertimos que cos 2z > D con n par y cos 2z < 0 con n impar. 


Una conclusión análoga es cierta para n = —1, —2, —3, .... 
Así, pues, de los valores de la forma z= (— 14)" 5 + hay 


que tomar sólo aquellos que corresponden a las n pares, 0 sea, 
a lus números de la forma n — 2k. Pero, entonces, oblenemos t= 


=37 + ak. De modo que la ecuación (24) liene las siguientes solu- 


ciones: 


x a 
q + nk; 
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EJENPLO 17. Resolvamos la ecuación 
n 25 
arecos x — arcsen £ = -p (25) 


SOLUCIÓN. Tomemos el coseno de ambos miembros de la ecuación: 


D T 
cos {arccos x — arcsen 2) == cos ege (26) 


Conseculivamento obtenemos: 


de donde 2, 


Duranto la resolución de la ecuación (25) dos voces hemos reali- 
zado transformaciones que pudieron conducir a la aparición de solu- 
ciones extrañas, p. ej., la «loma del coseno», al pasar de la ecuación 
(25) a la (26) y la elevación al cuadrado al pasar de la (27) a la (28). 
Por esta razón es obligatoria la verificación de las soluciones halladas. 


VERIFICACIÓN, Con mad, obtenemos: 


1 1 
AICCOS Xy — arcseu a, = ai ceos -y — aresen z 


Así, pues, A ER es una raiz de la ecuación (25). 


~ L 
Con r, = — 3 oblenemos: 


arccos T, — 


Sen Z, = arccos ( -i) — arcsei ( 


LE 
(Ren 


O sea, que x. aiz extraña. La verificación nuestra 


que los valores ES sou también extraños. As, 
1 
pues, z—. 


EJEMPLO 18. Resolvamos la ecuación 


arcsen 2z -- arcsen z = 3 (29) 


250 Segunda parte. "Irigonometri 


a. Capitulo H 


SULUGIÓN. Tomemos el coseno de ambos miembros de la ecu. 
ación (2%); 


cos (aresen 2x -]- aresen z) = cos 
entonces 


5s 
Tavi 1 
(Ek EEN 
Td ; 1 El LAR 
o Ta? i TERMED ICM PE: 
de donde 72: qo es decir, z,— 3 Y y a 7 V T. 


Venteicación. Tagamos œ= arcscn 22, + arcsen z,.. Enlonces, 
be? L 
cos (areson VW oe ntesen E V +)) =005 0, 
Di Aa A 3 
de donde cosa = V 1 7 V EE 


eF s 
7 e sp 7 + 0s decir, 
cos a zi 3 ~ 


Como, a continuación, 0 V 


13 
Gd ee UE 
0 < aresen Vio <+. 
Pero, entonces, 0 <arcsen V E 1^3. )«$ 
decir, 


X perlencco al primer cuadrante. 
Así, 


EY D arsen A W 


pues, cosa — 


ES 
7 Y Uca, pero en tal caso, Gs y, 
E 1 PF 
por consiguiente, Zus 5 V 


7 


es la raíz de la ecuación (29). 


Alora, comprobemos el valor de z,— + V T. Higsiis 
B = aresen 22, -j arcsen zs, entonces wesen) — v i) + 
Faresen ( — 3 / i) z[. Como -i«-y «o y SUE 
<4 V S ZU, e arcsen (^V i) --aresen E yi) <0 


9 bien —n «fU. Ex decir, Bs. de donde se desprende quo 
* NT 


Así, pues, la ecuación (29) 


A 1 
tiene una sola raíz zo 
1wa £9. Resolvamos la ecuación 


3 arcsen z ]- tz — 9. 


(30) 
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SOLUCION. Según el método de selección es fácil hallar la raíz 
do la ecuación DEER En efecto, 


1 x a 
3 arcsen -y Lëns 0. 


Demostremos quo no hay otras raíces. "l'ransformemos la ecuación 
a la forma: 


3 arcsen z = x — nz. 
La función y = 3 arcsen z es creciente y la función y = n — nz, 
decrecienle. Poro si un miembro de la ecuación os una función cre- 


ciente y el otro, decrecionte, la ecuación o no tiene raíces, o bien 
sólo tiene una. 


Así, pues, DER es la única raíz de la ecuación (30) 


OBSERVACION., Bl procedimiento utilizado al resolver la ecuación (30) pado 
ser empleado para resolver la ecuación (25) (véase la pág. 255). En efecto, y = 


16 d a H 
= arccos x es una función decreciente, mienlras que y = 9 f- arcsen r, cre 
H 


ciente, es decir, la ecuación (25) o no Liene raíces, o bien, una sola. Mediante 


la selección hallamos la única raíz de Ja ecuación (25): z = 2. 


2 
rien 20. Resolvamos la ecuación 
sent z + cos! y + 2 = 4 sen z cos y. (31) 
HESE) 
SOLUCIÓN. Hagamos: 
D=C05 y. 
Entonces la ecuación (31) toma la forma: 
ut put 42 = hw. (32) 


A continuación, tenemos: 


(ut 4- 1) + (v* 4-4) — 4 w — 0, 
(ut — 2u? + 1) + (vt — 20? 4- 4) + 2u? 4- 20? — 4uv — 0, 
(à —1) + (944 2 (u — o? =0. B3) 
La ecuación (33) es equivalente al siguiente sistema deccuaciones: 


“—-1i=0 
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el que, a su vez, es equivalente al sistema de ecuaciones: 


u=1 u=1 DEEN u= —1 
v=i ; EF v=1 ; v=—i 
u—u=0 u—v=0 u—v=0 u—v=0, 


Los sistemas segundo y tercero de este conjunto no tiene solucio- 
nes, mientras que del primero y cuarto, obtenemos: 
| u=1 | u= i 
yn=1 py m —1. 


Nos queda resolver el conjunto de dos sistemas de ecuaciones 
trigonométricas: 


| sent 


4. | senz=— 1 
cosy = 


cosy = —1. 
De este conjunto de sistemas, obtenemos: 


i 2,— nh. i 2=—F+2nk 
i ULT i Ja n4 Zant, 


EJERCICIOS 
lesuelvan las covaciones: 


" cost sen z-|-cosz 

432. . 1433. . 
ila 14-cos 2z Sch 11489 cos 2z Si 
1434. cosxtg32=0, 1435. son 4x cos z tg 2r — 0. 


1430. (heel ( —— RORIS 1497. -Heos a) tg 7-0. 


1438. sen? 3z — 5 sen 3x + 4 = 0. 1439. E z4 tg r—3igr=3. 
144U. 8 cost r — 8 cos? r — cos r + 1 = 

1441. 2 sen? r — cos 2r — sen z = 0, 3 2 cos? z 4- 5 sen z — 4 — 0. 
14 sen? 2x + 7 cos 2x = 3. 1444. 2 cost x + sena = 2. 

T CR Sen? z + cos z = 0. 1446. sen 2z + cos 2x = sen z + 008 x. 
1447. E cos 2x = cos r | sen r. 1448. sen 3z = cos 2r. 

t4 fi = seu 15r. 1450. sen (5a — x) = cos (2z + Tn}. 

1451. "i tor x + sen? 2r = 3. 1452, 4 cos? 2r 4 8 cos? z = 7. 


n a 
1453. sen (+3) Leo (7*3) —1-c0322z. 

1454. 8 sent x 4- 3 cos 224 2 cos 424 1 — 0. 

1455. 3 (1 — sen =) 1 + cos 2z. 1456. son z= 0092, 


1457. 3 sen x = 2 cos z. 1458. 3 sen? z + 3 sen z cos z — 6 cos? z = 
1459. sen* z + 3 cos? z — 2 sen 2z = 0. 1460. 3 sen? x + 2 sen z co: 
1461. 2 cos? z — 3 sen z cos x 4- 5 sen? z = 3. 

1462. sen 5x cos 3x = sen 9z cos 7r. 

1463. sen Ör cos 2z = sen 5z cos 3z — Sen 2r. 
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1464. sen? z + costr = 18 . 1465. 2 cos? z + cos 5z = i. 


1460. sen z- sen Ze d Set EE 
1467. sen z + sen 3z + cos z + cos 3z = 
1468. 3 sen 2z + cos 2z = VZ. 


1459. dena S cos3z=sen 5z. 1470. Zem ie V 3 sen r-- coss 


1471. senSu-+cos5x=W2cos13x. 1472. sen? z — cos 2r = 2 — sen 2r. 
1473. sen’ z + sent x cos? z = sen? x cos? z Lt sen z cos? z. 
1474. sen? z cos? z — 10 sen z cos? x + 21 cost z = 0. 


1475. Ssmi? 3 sen z— =0. 1476. sent sengt z=cos 4r. 


1477, cost z-} sentz — sen bal sen*2r—0. 1478. 3lg 3 +elgr= 


1 
{ctg 2x — clg z) sen (z— n) * 


sen x 


M79. cos 27—3 cos z--1— 


(gr 
480. = ——— 481. - 

1480. cosa Tug 1481. cig x--————— Tis 2 

1482. 2 sen x — 3 cos z = 3. 1483. 3 sen 2x + cos 2x = 2. 
1484. cos 4z + 2 sen 4z =4. 1485. sen 2x + lg x = 2. 
1486. A 1487. sen? z--cos? z 1. 

1488. 4 sen! 32-3 cos z Le, 

1489. sen z cos x — 6 sen ct 0 cos z4- 0 0. 

1490. 4—4 (cos x —sen x) —sen 22 0. 


1/91. S sen 2z— 14 (sen z--cos z) 7-0, 
1402. (sent 3-1) E 


senz 


ji age 
cost y 


1498. cos z cos 2r cos 4z cos 8z = * 
1494. 2.sen (Ze + V3 cos 5z --sen Sz — t. 
1495. 4cos? +3 Y Seen aeos 7. 


M96. Zem Zem ren D. 1497. dem sci (77) 4. 
1498. (sen 2x4 V 3 cos Ze —5— cos ($z) e 
wp, Jet: (A senado temas 

Noe EE e E EE CN 


1500. cos LE cost zx. 1501. sen z42cosz=cos 21 — sen 27. 


1502. 38 ee 2—cos6r=1. 1503. tg 2+ctg z— cos be 3. 
1504. 2(1 —sen z— cos z)-- ig r+ctgz=0. 


Ir 
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1505. sent x —eos* r= EE NN 
sz sur 
1506. sent Ze Lech 2r DL. 1507. sento 74 costoz=2 
13 * S: 


1508, sent z.|-cos!'? r= E cost 2z. 1509. | cos z | 2 cos z — 2sen z. 


d "T — 1 5 Tl mam oU mw 

1510. [etg y (age sde. Il, PETER sena. 
1512. VIe: Zus cos z, 

1513. o E SS. 


1514. H —3 sen 5z — cu: 


1515. rper V Gt 


vost x 


1516. (1-- cos 2) y^ 3 —2-psen z= 2 cos x. 


1517. y as V sete bu 
1518. V 1—2tQgz— y 14-20g x2. 

1519. [3 son z- y Zst z— sen 2z 4-3 cos? r= 0. 
1520. Z sen 2x -]-4 cost 
1921. Ve Dest 


1522. 2eg2z—3ctgőz=lg 2z. 1523. 6 Ig z-4-5cig 3r = lg 2r. 
4 cos? v 


) lex tg et 
$ uU 


1524, tg (=> 


sen e cos 7. -Fsen z-cos Ki 


2 1r cos z — sen E 
1525. sen? 5z (sen Tr cos z— sen A cos1z) = TIS 


1526. sent z-| sen* z 4 cos - eost stan <> 
1527. 1-4 cos Ze cos DER sen? 3z. 
1528. sen 5z-}-sen r—2-Fcos?z. 1529. 3seu* opos z=8. 
1530. (sen zl V 3 cos +) sen 3z = 2. 
53 2 D |. 
1931. 2sen (32-3) 3 cos (24 3 
tss is ES z—2 _ 
1532. sen -H2 cos 277. 3, 
1533. sen 18 z --sen is -- sen 2z — 3-- cos? 2r. 
1534. cos 2x (i sent2a) =4. 1535. Aan la = — sen? 5, 


$ 5. Sistemas de ecuaciones 261 


1536. seu z--cos x= HÄ Leen 4z. 


1537, cost 2z— Lamm z. 1538. etg LZ cos2nz) Déi 


1539. 2sen* E cos? z) =2—cos (sen 22). 


1540, 4 arctg (P —324-3)— 7 . 1541. arctg 3z—arectg 3u 


. Zaresen? x — 5 areesen zJ- 2 =, 
. Aarctg z — 6 atcotg z — x 


. 2 aresen z — arccos (1 —2)— arcsen (— 2). 


1545. 2aresen z= arccos 2z. 1546. arcsen F toros ( 


1547. arccos r— arcig z. 1548. arcsen 3 z 


1549, 3 arccos z— nz -5 =0, 


550. arsen (tg 3) —arosen y EH a 
1550. arcsen (w i) aresen ]/ 3 — o. 
1551. cos (z— y) —2 sen z- 2 sen y 3. 

1552, sen? (n) 4- log? (y? —2y --1) — 0. 


2 
1553. (sen? nx) (ener) =124+ 
1554. 1--22—2%= tg? el y) ctg? (z- y). 
1585. e 22--2 Y 3 tg 22--3=—otg? EE e 


deseo xy Hec 0. 
1557. 4-Eson? x-+ cos? 2z = 5 sen? z sen? y. 


1558, (co m wur ) ct 29) Gn 32) 4. 


enteros 


1550. Resuelvan la ecuación arctg z-Harcig qme 3 en mín 
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Al resolver sistemas de ecuaciones trigonométricas so hace nso 
de los mismos procedimientos que durante la resolución do ecuacio- 
nes algebraicas. Con frecuencia suele sor más cómodo en lugar de las 
fórmulas generales, según Jas cuales se resuelven las ecuaciones del 
tipo sen z = a, cos x = a, escribir la solución de dichas ecuaciones 
en forma del conjunto de dos familias. Sea, p. ej., necesario resolver 
el sistema de ecuaciones: 


sn(z+y)= + 
ys (0 
cos(r— y)— 
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Al emplear las fórmulas generales llegaremos al sistema 


fetusi E tak 


(2) 
IS ES Z 2m, 
de donde hallamos: 
de 
Lya=(—1)" Ee ER 5+ A 41m 
(3) 


E k 
Viam (—1) 1327534 A-—3an 


que es la solución del sistema (1). Si la solución de la primera 
1A "P s n 
ecuación de (1) la escribimos en forma del conjunto z4-y— ech 


T2265; ay S4 ak y la solución de la segunda ecuación 


de (1), en forma del conjunto z—y— E Län t—y= — Z 
a 
-F2nn, obtendremos un conjunto de cuatro sistemas: 


Sn 


Ze Ad Zack CRT EN Ü I Sak " 
rT—y- E + Sum x—y— z + 211 à ge 
x Luz l- 2k DEE Zack 
TE — ER 2an £—y:s —À 2n, 
de doude 
a= 4 n (k-n) t= D nera) 
Y a(k—n) In 2 + r(l—n) 
ns dea (Am Zus, Xa (k-- n) 
e tb o^ [u-«Eex(e—a. 


Este conjuuto de familias es la solución del sistema (1). Claro 
está, que semejante anotación no es tan compacta como la solución 
escrita en forma del sistema (3), pero es más evidente, por lo que a 
ella, con frecuencia so le da preferencia. 

Llamemos Ia atención dol lector hacia una circunstancia: al pasar 
dol sistema (1) al (2) o bien al conjunto de sistemas (4) hemos emplea- 
do el parámetro k para escribir las soluciones de la primera ecuación 
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del sistema (1), mientras que para escribir las soluciones de la segun- 

da ecuación del sistema, otro parámetro, n. El empleo de un solo 

parámetro, p.ej., k, nos hubiera conducido a la pérdida de soluciones: 

on Lal caso, del primer sistema del conjunto (4) hubiéramos obtenido 
5 


Ke EI 
y H 
Wm 


mientras que el conjunto de Z; pares del tipo (zj; yj) es el pro- 
pio subconjunto del conjunto de Z, pares de tipo (24 m)» 


z a (+) 
donde > ZS " 
n= — an). 


Así, pues, Z' € Z,, Z' Z,, por lo que lodos los pares (z; y) son 
tales que (z; y) € ZNZ’ resultan ser soluciones «perdidas». 
Examinemos ejemplos. 
BIEMPLO 1.  Desolvamos el sistema de ecuaciones 


sen z sen y =0,75 
Feier e 
grlgy=3. 


sonucION. Dividiendo los miembros primero y segundo de la pri- 
mora ecuación del sistema (5) por los miembros primoro y segundo, 
respectivamente, de la segunda ecuación del sistema, obtenemos la 


ecuación cos z cosy = T Sustituyendo con ésta la segunda ecuación 
dol sistema (5), obtenemos el sistema 


sen z sen y = 


E 

4 " 

1 (6) 
cos z cos y ——- 

4 

que es equivalente al (5). 

Ahora, sustituyamos la primera ecuación del sistema (6) por la 
suma do las ecuaciones de éste y la segunda ecuación por la deren. 
cia entre la segunda y primera ecuaciones. Obtenemos un nuevo sis- 
tema: 


cos Zoos y -- sen z sen y — 1 
eegen sen y-—L " m 
cos (z — y) - 1 
0 bien be Ke a 
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equivalente al sistema (6). De la primera ecuación del sistema (7) 
hallamos z — y = 2nk, la segunda ecuación del sistema (7) es equi- 


valente al conjunto de ecuaciones z -- y = E + 2an; r+ y= 


2n á 
zk Znn, 
Así, pues, del sistema (7) hemos pasado al conjunto de sistemas 
4—y 22k r—y-2nk 
1 d Sa j (8) 
z-4qy-— 3 + 21n 


que es equivalente al sistema (7). Del primer sistema del conjunto (8) 
hallamos la familia de soluciones: 


EE (n -i> k) 


ym tn (nh). 


Del segundo sistema del conjunto (8) hallamos la familia do solu- 
ciones: 


a, —À pa IHR 


^ 3 
h= — + (n—k). 


VEI PICAGIÓN Como al resolver la ecuación sólo se realizaron Lans- 
formaciones equivalentes (lo que se señaló en el proceso do la reso- 
lución), el conjunto de familias 


noA) ay — An (ntk) 


ne pap (n= fanh) 


es la solución del sistema (5). 
EJEMPLO 2. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


3 1 
sen? z- -y Sem y 
f (9) 
cos? z = =y Cos y. 
SOLUCIÓN. llevemos al cuadrado ambos miembros do las dos ecua- 
ciones del sistema (U) y sumemos, término por término, las ecuacio- 
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nes oblenidas como resultado de dicha transformación. Tendremos 
H " 
sent x -p cos? z = 258 del sistema (9) pasaremos a un nuevo sistema: 


Sen? z4 cos? x =+ 
(10) 


wj 


sen? c = -y sen y. 


AR 1 e 
Al señalar que la ecuación sen* x + cos * x = 7 resul vamos pri- 
mero ésta. Consecutivamente obtenemos: 


n 


( E P+ Less 


y= i ; cos2r=0, += 


Así, pues, la resolución del sistema (10) se ha reducido a resolver 
el sistema 


a CH? 
Sud 
i an 

sen?z =- sen y. 


n Lj 
ii ie 


Tenemos: 


(2) 


El paso del sistema (9) al (10) es posible que no fuera uua traus- 
Tormación equivalente (elevación al cuadrado), por lo que es necesa- 
ria la verificación. 

veniricación. Representemos los valores do x e y, contenidos en 
el sistema (12), con puntos en dos círculos numéricos (fig. 38). En 
el punto 4, tenemos sen z > 0, cos z > 0. Entonces, del sistema (9) 
llegamos a la conclusión de que sen y > 0 y cos y > 0. Pero de los 
puntos D, By, Bs, B, sólo el punto B, tiene la abscisa y ordenada po- 
sitivas. Esto significa, que (4,; B,) es la solución geométrica del 
sislema (9), es decir, 


z= + + 2nk 
n es la solución del sistema (9). 
Yi == +21 
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Razonando de forma análoga, obtenemos (As; DA, (Ay; Ba) (das 
B4) que son las soluciones geométricas del sistema (9), o sea, 


2, + ink 1 r= E e 2n Nr 
an * 


y Ss. e Ta 
1) == + nn yam + J- 2an n= E T2220 


son las soluciones del sistema (9) 


Fig. 38 


Asi, pues, ol siguiente conjunto de familias es la solución del 
sistema (0): 


nei ze T e 2nk , 


n= E Hnn h= + 2an 


D Euh a — 42m 
EE 4 2nn e n= T + 21m. 


ewro 3. ltesolvamos el sistema de ecuaciones 


t+y+z=n 
HUT (13) 
tgytgz=18 


solución. Como z--y--z—:, g(r-+y)=tg(n—2), es decir, 
WEERT — wes 
reusar BA 
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Con esta ecuación sustituyamos la primera ecuación del sistema 
(13) y consideremos el nuevo sistema: 


tgalay __ 
i-Ggsuy TTE 
tgzigz=2 (14) 
Praa 
u—igz 
Introduzcamos nuevas variables: <v=1g y 
DEIER 
Entonces el sistema (14) Loma la forma: 
Xu M— 
ECH " 
uw=2 (15) 
vw=18 
uvlo —u--v--w 
o bien uw=2 (16) 
vw — 18. 


Dividiendo la primera ecuación del sistoma (16) por la segunda, 
término por término, obtenemos v = ad 


E Ae donde o = u + w, 


z 
Suslituyamos con esta conación la primera del sistema (16). Tendro- 
mos: 


DEER) 
uw=2 (17) 
vip — 18, 
y, & continuación, 
v-—udw v-u--iw 
uw=2 uw=2 (18) 


(u+w)w=18, (w=16. 
El sistema (18) tiene Jas siguientes soluciones: 


DIE u, = —0,5 
w-49; Qu-—45 


w=4 Ww, = —4. 
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Relornando a las antiguas variables, oblenemos: 


2 =iucig 0,5 - nk m,-- — arctg 0,5 + nk 
y =avclg A, 5 Rn i Ya = —arctg 4,5 nn (19) 
z, ai 4 -H nm 2,— — arctg 4 n. 


VERIFICACION. Durante Ja resolución tres veces se han realizado 
transformaciones, cada una de las cuales pudo conducir a un sistema 
no equivalente: «tomado de Ja tangente» al pasar del sistema (13) al 
(14), la eliminación del denominador a! pasar del sistema (15) al 
(16) y la división al pasar del sistema (16) al (17). A la pérdida do 
soluciones pudo sólo conducir la división, pero en nuestro caso esto 
no sucedió, ya que el segundo miembro de la «ecuación-divisor» es 
igual a 2, es decir, distinto de cero. Las demás transformaciones 
pudieron llevar a la aparición de soluciones extrañas: el «cribado» 
de las soluciones extrañas puede realizarse con ayuda de la susli- 
tución directa de los valores, coutenidos en el conjunto (19) hallado 
más arriba, en el sistema inicial, Es fácil cerciorarse de que el con- 
junto (19) satisface la segunda y tercera ecuaciones del sistema (1 
Para satisfacer la primera ecuación de este sistema, será necesario 
escribir las soluciones del conjunto (19) de la siguiente forma: 


arctg 0,5 + xk Zus —arotg 0,5 + ade 
AL 4yy=—arclg4,5 nn (20) 
2=0uctg4—ak—an |z, — —arclg 4 — ank — xn 4- 2x 


(hemos hecho uso de que arctg 0,5 -l- arctg 4,5 + arctg 4 = n, lo 
que sigue de la solución del ejemplo). 
El conjunto de [amilias (20) es Ja solución del sistema (13). 
penno + Resolvamos el sistema do ecuaciones 


sen z— cos Y 
V6Gseny —1gz (21) 
2senz= V 3etg z. 
soLucioN. llevemos al cuadrado ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones del sistema (12). Obtenemos: 


sen? z —cos?y 
6 sen? y —ig?z (22) 
Aaen z= 3clg?z. 
u-sen*z 
Introducimos nuestras variables: 4 v — sen? y 
1) — sen* z. 
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Entonces, el sistema (22) toma la forma: 


u=1—ov, 


b= 2, 23) 


iu t 


de dondo hallamos: 


que son las soluciones del sistema (23). 
Ahora, el problema se reduce a resolver el siguiente conjunto de 
sislomas: 


Si 


TENA. 
senta SCH 
sen*z-i 1 
sen?y=0; json y= 5 (24) 
sen? z= 0 3 
7i 


Dol primer sistema de esto conjunto hallamos: 


Ed p 
== + n e 
y=xn (25) 
z=nm. 
Del segundo sistema del conjunto (24) hallamos: 
ha E 
EE: 
g^ (20) 


z= £ um. 


VERIFICACIÓN. Pongamos las soluciones halladas (25) y (20) en el 
sistema inicial (21). Con este fin, hagamos uso del mismo procedi- 
miento que se utilizó al resolver el ejemplo 3, o sea, represenlemos 
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los valores de z, y, z contenidos en el sistema (25) con puntos en tres 
circulos miméricos (fig. 39), respectivamenle. 

Tomemos el punto Au, En él sen z > 0 y, por lo tanto, cos y > 0 
(véase la primera ecuación del sistema (21)). Entonces, de dos pun- 
los B,, B, elegimos el que tiene abscisa positiva, es decir B,. Señale- 
mos que, en Lal caso, podemos lomar cualquier de los puntos Ci, Cs. 


^ 6, 


Fig. 39 


De modo analogo, al punto A, corresponde cl B. Así, pues, homos 
obtenido cuatro soluciones geométricas: (4,5; By; Cy), Län, Bi Ca), 
(Aa Bas Ci) (A5; Bai Ca 

De esta forma, en lugar de Ja lamilia (25) obtenomos el siguien- 
te conjunto de familias: 


2,7 T. -2nk T,= AE 2nk 
Y = 211 A y¿=10 4 Zon (27) 
HL Za zs TU 


(los restantes ríos (7; y; 2), contenidos en la familia (25), son solu- 
ciones extrañas para el sistema inicial). 


Fig. 40 


Ahora representemos con puntos en los círculos numéricos los 
valores de z, y, z contenidos en el sistoma (26) (fig. 40). Consideremos 
el punto Ay. En él sen z > 0, ctg z > 0, de manera que cos y > 0, 
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sen z > Ü (véanse las ecuaciones primera y tercera del sistema (21). 
Como cos y > 0, en el segundo círculo elegimos los puntos con absci- 
sas positivas B, y B4. Ya que sen z > 0, eu ol torcor círculo elegimos 
los puntos con ordenadas positivas C, y C¿. Analicemos ol punto P. 
En él sen y >Q, o sea, tg z > 0 (véase la segunda ecuación del sis- 
tema (21)) y, por ello, de los puntos C,, C, elegimos C, (en él 
tg z > 0). Por analogía, al punto B, corresponderá €,. 

Así, pues, hemos obtenido dos soluciones geométricas más (4; 
By, Cy) y (Ay; Ba; Ca) y, correspondientemonte, el siguiente conjunto 
de familias de soluciones del sistema (21): 


z= 7 + 2nk n= +2 
y +m; n=E+ 21 (28) 
DL Am EN a 2am. 
Razonando por analogía, hallamos seis soluciones geomélricas 
más: (da; Z5; Ch, (As; Bas C4), (Aa; Ba; Cy), (Agi Bai C3), (44; Bai 


Ca), (44: Ba; C4) y, correspondientemente, el conjunto de familias 
de soluciones: 


z, = 2 + Bak as AL 2nk 


a, DE 42m 


e = x + 2an ; dE Zu, 
Zg = 4 + 25m ke pa 4- 2am 


1 
8 = A + 2nk t= EE 


Is y 
Jem ?nn ; EE Znn ; 


á 7 
dp ZS. --2nm Za = ra + 25m 


Así, pues, el conjunto «de familias (27), (28) y (29) es la solución 
del sistema (21). 


EJERCICIOS 

Resuelvan los sistemas de ecuaciones 
Š sen(z4-y) =0 sm res y 0,25 
"Ss des (z—y) 156i; Sea ycos z—0,75. 


sen z--cos y=0 'sen z sen y —0,25 
1562, ( 1563. x 


eheu. E eee 


272 


1964, 


1960. 


1574, 


le eges 2y = sen 2x 
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1 
mn et m za 1565, [6097+ cos y=0,5 
EEN "` Asen? sen? y— 1,75. 
cosy de. 


fest seny=0 ep: TER 
tesa lens gon. cost sts — sent y 0,5 


sen? z-|-sen? y 20,75 cos? z- cos? y =(0,25 
RE 5 
i Ty. id bx 
GE 24008 y 01,5 mcn 
x 1571. z /3 
e së, Gef, y _V2—2 
sese cos -gy bees q = 27 
Le 
Teen 
D 
ri 
Ag r-Ftgu1. sen z cut y —— 
1575, 
ge. 
Agzcosy- 
Ken 1577. sen (z — y) =3 sen z cos y—1 
cus z C08 y = 0,75. e gies —2 cos z sen y. 
sen z sen y= z 
73 
| 1579. ¿a d 
HUE 
n 
se Dann e E 
.( 1581. k 
tgr=5lyy ur 


igy 


t ty 
5 (een 2z- - 2y) 2 (1 Lee em. 
r+y= 


- 1584. 
sun x2 sen y. iuit 


pets 
V2 cos z— V 3 cos y. 

sen 7 cus (x 4 y)-Esen (24-y)=3 cos (x La 

A sen z —5 clg (7-4 y). 
1608, [A539 tg 2z 
2 sen y sen (r-[-y)=c03 2. ` La senz cos (e —y)=8en y. 
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iga-Fetgy—3 
1580. Te ge ee 
Lay l= + cosz=sen y. 
2n d 1 
A sen x —seu ye—- 
" 
3591. ege 1592. Y3 
m cos zoo m Lä. 
5 
1593, (es 1594. cos z asso LEE 
3 13 cos 2-4 cosy=2. ` Sociis variado 
g y — d S 
pos [Fe x cosrcosy cos? y-- 3 sen z sen y =0 
1995. (ca y. 1596; eei ei ii. 
V 26— 
cos? ja m tg (— 2) 
1597. B 
tg? (—2y)-- E c 
zd ydi-n 
e sen? x= sen y a 
de pra i: d ch 


1000, <lgztgy=2 sen zz 2seny 
Mg z- tg y-tg z— 6. 
[ore y-Fsen? zz 4 


z-pydi-n zd yin 
1601. 
V 3 sen y ==xen 2. 


1602. 4 cos? z--cos* y — cos z =1 
Ig? z—ig! y-tg* z— 1. 


1603. Hallen la solución de los sistemas de ecuaciones 


1 
| seng | sen y == 


cos (z-|- y) J- cos DEE 


0 r2n 


que satisfacen las condiciones: ie pc dn 
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La resolución de las desigualdades trigonométricas, por regla, so 
reduce a resolver las más sencillas desigualdades trigonométricas, es 
decir, del tipo sen z > a, cos £ < q, elc., así como a resolver conjun- 
tos, sistemas o bien conjuntos de sistemas de las más sencillas desi- 
gualdades trigonométricas. Con esto fin, en muchos casos, es cómodo 
emplear un círculo (en adelante será designado por X), en el que el 
conjunto de los valores de la variable, que satisfacen la más sencilla 
desigualdad dada, se representa en forma de uno o varios arcos. 
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Lo mismo que con ayuda de desigualdades se prefijan los inter- 
valos en la recta numérica, es asimismo posible anotar un coujunto 
de punlos, pertenecientes a uno u otro arco del círculo X. 

Acordemos designar con el símbolo UMA, un arco para el que 
M, es el punto inicial (en la designación del arco él se escribe el pri- 
mero), M, el punta final del recorrido descrito por el punto corrien- 
le por el círculo X eu sentido posilivo (antihorario). 


Pig 41 Fig. 42 


P. ej., con ayuda de desigualdades hay que escribir los siguien los 
arcos del círculo E (fig. 41): 1) UO; 2) 10,03; 3) 09,9, 
4) 00,0,; 5) VOM; 6) UMO»; 7) UVO,AT, donde el punto M cs el 
punto medio del arco 0,0). 

1) El punto Oy coriesponde al número O, el punto O,, al núme- 


to + , por ello, e) punto corriente del arco O,0, corresponde a 


" x 
un número A fa]. que 0 x x + 


No obstante, tomando en consideración que si un punto del cir- 
culo co ponde al número z, él Lambién correspoudo a todos los nú- 
meros del tipo z -|- 22uc (k es un número entero) y resulta que los 
puntos del arco 6,0, corresponden a los números x que satislacen el 
siguiente sistema de desigualdades: 


n 


JE-p2nk o bien 2nk & 2< -5+ ak. 


Esta es la anotación analítica del arco 8,9,. 
2) Para el arco 0,93, obtenemos: 3 + Ant ere X 2nk. 


3) Como indicamos más arriba, eu tal caso por la anolación 
18,8, se entiende el arco 0,0,930,. Al EE por primera vez el 


círculo el punto ©, corresponde al número z , mienlras que Op, al 
número 2x (pero no al número D. ya que el recorrido del circulo desde 
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9, hasla Oy transcurre en sentido positivo), es decir, desde el punto 
de vista analítico 10,8, puede ser escrita del modo siguiente: 


++ 214 « x < 2n + 2nk. 


4) El arco 9,0, puede escribirse con dos procedimientos: 


EI? 


— nd Zak cx E o bien stinn xt x < To Zum, 


5) U GM: 20 ze E 4 2nk. 

8) ue 3E E 2n < x < 2n- 2n. 
7) U OM: ~F He o K Ip anl. 
OUSENVACIÓN, AL escribir el arco en la forma 


a 22k « r< B 4- 2nk, ud) 


hay que prestar alención a que se cumpla la desigualdad a < f, ya que de otro 
modo el sistema de desigualdades (1) resultará ser contradiclorio. 


Ahora, sea que cada cuadrante del círculo numérico está dividi- 
do en tres partes iguales (fig. 42). Mallemos la anotación analítica 
de los siguientes arcos: 1) UB,B,; 2) 00,7, 3) UBSA y; 4) VARB; 
5) 04,0,; 6) A3B,. 

1) Analicemos el arco B Ba. Como cada uno do Jos arcos 9,4, 
AU, Bu, 0,4, +. +, B409 tiene una largura + al realizar el 
primer recorrido positivo del círculo el punto 13, corresponde al nú- 
moro $ , el punto B,, al número E . Por consiguiente, la anotación 


analítica del arco B,B,, será: 
Soria << 


2) U 0,B; +20 << UE + Gah, 


3) U DA, E 42m Lis + +2nk (o bien E 42an LES 
E m T 2an) " 


OBSERVACIÓN. Otra vez llamamos la atención del lector a la necesidad de 
la verificación, al escribir los extremos de los arcos. P. ej., durante el primer 

" een An h 
recorrido del círculo numérico el punto B, corresponde al número ==; conti- 


nuando el movimiento en el sentido del punto Ba a 4,, al pasar por el punto 
Dy, comenzamos a recorrer el círculo por segunda vez, el punto 4, corresponde 


i x. : a m 
al número T De aquí se obtiene la segunda anotación para el arco Hoh. 


ige 
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4) U AB E 2nkx x $ + 210% (o bien HE + Änn x 


XT D 1 za) j 
5) U Aj: — AE E Rak L seat Sek (o bien ŠE 4 2an < 
<< Zar 2an) * 
6) U AJ, BLL 22k < a < D 42m (o bien 1 2n < 
xrs De 4-222) i 


ErEMPLO | llesolvamos la desigualdad 
sen > E . (2) 


SOLUCION. Por definición, sen x es la ordenada del punto £ del 
círculo Y, correspondionte al nüueto x. Marquemos on el círculo X 


los puntos que tienen la ordenada igual a A (los puntos M y P en 


fig. 43). Entonces, los puntos cuya ordenada es mayor que i llenan 


Fig. 43 Fig. 44 


el arco abierto MP*. Es lógico que semejante arco reciba el nombro 
de solución geométrica de la desigualdad (2). 


Confeccionemos la anotación analítica del arco abierto A7 D: ++ 


Dn 
D 


EJEMPLO 2. Resolvamos la desigualdad 


+-25k<x<- E -p2nk. Esta es Ja solución de la desigualdad (2). 


cosa < E . (3) 


* Un arco sin puntos extremos será llamado arco abierto. 
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SOLUCIÓN. Por definición, cos z es la abscisa de los puntos t € E 
que corresponden al número z. Marquemos en el círculo numérico 2 


los puntos que tienen abscisa igual a E 


fig. 44). Entonces, la solución geométrica de la desigualdad (3) será 
el arco abierto MP (los puntos de este arco tienen la abscisa menor 


que i) Confeccionemos la anotación analítica del arco abierto MP: 


(los puntos M y P, en la 


arccos + -- 2a < z < 2n — arccos T | 22k. 
EJEMPLO 4, Resolvamos Ja desigualdad 


seg (4) 


SOLUCION. lg z no ostá definida con z—3 + au. A estos números 
corresponden los puntos O, y O; del círculo E (fig. 45). Mariuemos 


en el semicírculo 950, el punto M = M (z) tal que lg x = — T 
Como en el arco 950, (con mayor precisión, en cada uno de los in- 


tervalos de la recta numérica R que se aplican en el arco 959) la 
función y = tg x crece, la desigualdad tg z < — is cumplirá para 
todos los puntos del arco 8,9, quo yacen a partir del punto AT on 
sentido negativo, o sea, en el arco semiabierto OAI. 

Como, más adelante, el período fundamental de la tangente es 
igual a x, la desigualdad (4) se cumplirá asimismo para lodos los 
puntos del arco €,P que se distingue del arco 8547 en la mitad dol 
círenlo. 

Así, pues, la solución geométrica do la desigualdad (4) es la unión 
de dos arcos semiabiertos ©, AI y 0,2. Confeccionemos la anotación 
analitica de los indicados arcos. Para el arco Dal tenemos: 


- + 21d < x <—arclg on 
y para el arco 9,2: Z pnk < n—arct En --2nk. 
E] 87 


Pero la solución de desigualdad (4) puede escribirse con mayor 
brevedad: 


Lane < —arolg ieu. 


EJEMPLO 4. lesolvamos la desigualdad 


pre r 


278 Segunda. parte. Trigonometría. Capitulo 11 


SOLUCIÓN clg 2 no está definida con z = nk. A estos nünieros 
corresponden los puntos O, y O, del círculo numérico 2 (fig. 46). 
Marquemos en cl semicírculo Defi, el punto M = Af (2) tal que 


clg x —Y3 Con esto fin, trazamos el arco O,M, cuya largura es 


a 
igual a arcelg 13 = F Como en el arco 0,0, la función y = cig £ 


decrece, la desigualdad ctg e< LE se verificará para todos los 


Fig. 46 


puntos del arco 9,0, que yacen desde el puuto Af en ol sentido posi- 
tivo, es decir, en el arco abierto 170, (al resolver la desigualdad 


sería preciso tomar el arco abierto 95M). Tomando en 


consideración que el período fundamental de la colangente es igual 
an, marquemos, además, el arco PO), en el que so verifica la desi- 
gualdad (5) (ella se obtiene del arco ATO, girando en torno dol 
punto O a 1809. 

Así, pues, la solución geométrica de (5) es la unión de dos arcos 
abiertos MO, y Dës, La anotación analítica del arco MO, es la 


siguiente: E + 2nk <x<a + 2nh; la del arco PO, se aduce a 
continuación: Ei + 2nk < x «2x + 2nk. 

De forma más corta podemos escribir la solución de la desigual- 
dad (5), así: Y +auk<zr<a + n 

miEMPLO s. Resolvamos el sistema de desigualdades 


seng < E wi 
à 


eos >— > 
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Haliemos la solución geométrica de la desigualdad sen x < e 

(el arco MP del círculo E en la fig. 47 está sombreado porsu interior). 

En ese mismo círculo hallemos la solución geométrica de la designal- 
yi 


dad C08 17» — => (el correspondiente arco EX está sombreado on 
la fig. 47 por su parte exterior). Entonces, la solución geométrica 


Dn pt 


Sig. 48 


del sistema (6) será la intersección de los arcos MP y EK, es decir, 
la unión de dichos arcos. Sólo nos queda confeccionar Ja anotación 
analítica de los mencionados arcos. Para el arco MK, lenemos: 


e 22k «re ES + 210; 
para el arco EP, tenemos 
E DA Anke Ed 2mk. 
EJEMPLO 6. Resolvamos la desigualdad 
2 sen? (z-- 3) + V 3eos is 2- 0. (0) 


SOLUCIÓN. Aplicando la fórmula 1 — cos Zo = 2 sen? e trans- 
formemos (7) a Ja forma: 


1—cos (22 + 5) + V3cos2r > 0 
y, seguidamente, 


—cos (2247) +V 300522 > —1, sen 2x + Nies 2z > — 1, 


4: x V3 1 mE. "E 1 
y sen 2x-- Tg 005227» =g Sen SE 2z-|-cos gene EU 


cos (253) >-4. (8) 
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Resolvamos la desigualdad (8). llaeiendo t= (22— ES oble- 


nemos la desigualdad cos t> — Ls cuya solución se obtiene con 
ayuda del círculo numérico (fig. 48): mA Haki E e 2n. 
Retornando a la variable x, obtenemos: -4 + uk Ae E < 


Cat A + 21k, de donde — + Tak E Jade es la solución do 
la desigualdad (8) y, por lo tanto, la de (7). 
EJEMPLO 7. Resolvamos la desigualdad 
6 son? z — sen z cos z — cos? z > 2. (9) 


SOLUCION. Como 2 = 2 (seu? z -+ cos? z), transformomos (9) a la 
forma: 
4 sen? z — sen z cos x — 3 cos? x >O. (10) 


Ya que cos? x > 0, la desigualdad (10) es equivalente al siguiente 
conjunto de sistemas: 


cosz-0 ` Zender um 
aw 4tgx—igr—3>0, UD 
El primer sistema del conjunto (11) tiene la solución: z=% nk. 
El segundo sistema de (11) es equiva- 
lente al siguiente sistema: 
rg $ nh 
(ux—1) (us) <0 


que a su vez es equivalente al conjunto 
de desigualdades: 


grc-iliuamBio— (12 


Sig. 49 Hallemos la solución de (12). La 

solución geomélrica do la desigualdad 

tg rl ies la unión de los arcos abiertos M0, y NO; (en la 
fig. 49 está sombreada por cl interior), la solución geométrica 


de la desigualdad tg z < — Ep la unión de los arcos abiertos 


9,L y O,K (sombreada por el exterior). La solución geométrica del 
conjunto (12) es la unión de cuatro arcos MO,, NOs, O,L, OK. 


$ 6. Desigualdados ET 


Como, a continuación, la solución geomélrica del primer sislema del 
conjunto (11) es el conjunto de dos elementos (9,, GJ. la solución 
geométrica del conjunto (11) es la unión de dos arcos ML y NK. 


Confeccionemos la anotación analítica del arco ML: t + 2n < 


«zn arctg i 2nk. 

Tomando en consideración que el arco NX se obtiene del arco 
ML girando alrededor del punto O a 180*, es posible no confeccionar 
la anotación analítica del arco NK, sino que de inmediato escribir la 
solución del conjunto de sistemas (12) en la forma: 


Mpakere n—wetg 3. nk. 


Esta es la solución de la desigualdad (9). 
EJEMPLO 8. Resolvamos la desigualdad 
1 E 
sia o d 
ni Leoste ur (13) 
SOLUCION. Conseculivamente, Lenentos 


sen? z--sen z eos z— I 
«aij, BEE me 


o T 
sen t+ eost ETT PUT E 


sen x cos 1—cos? T cos z (sen z — cos £) n 
AAA j ELA 4 
sen x <0; senz 2 (14) 


Hagamos uso de la identidad sen x = tg z cos z. En el caso 
dado, esto estrecha el campo de definición de la desigualdad, pero 
no conduce a la pérdida de raices, ya que los valores de z con los 
que cos z = 0 no son soluciones do la desigualdad (14). 

La desigualdad (14) se transforma a la forma 


cos? z (tg z— 1) A TENES 
Sr SEN y, à continuación, 


«0. (15) 


La desigualdad oblenida es equivalente al siguiente conjunto do 
sistemas de desigualdades: 


lgx>l d 
ege" Un 
lgx<i 1 
sen z — 0. Nu 


Resolvamos el sistema (16). En la fig. 50 se muestra la unión de 
los arcos PO, y MO, que es la solución geométrica de la desigualdad 
ig x >i, mientras que el arco 8,9., la solución geométrica de la 
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«desigualdad sen a < 0. La solución geomét 


a del sistema (16) es 


el arco Da, su anotación analitica liene el aspecto: 
3n 


b 2nk. Esta es la solución del sistema (10). 


Resolvamos el sistema (17). De la fig. 51 se deduce que sn solu- 
ción geométrica es el conjunto de arcos 9,44 y 9,9,. La anotación 
analítica bene la forma: 


2nke r< PE 2nk: PES 22k «xen nk. 


Vis decir, la solución del conjunto de sistemas (10) y (17) y, si- 
multáncamente, la solución de la igualdad (13) es Ja siguiente: 


Don 


Anker pe E ^ 2ak; 2nk ez zi +2mk. 


ES E Zittau eZ te, 


En conclusión señalemosque no siempre es posible resolver un 
sistema o bien un conjanto de desigualdades trigonométricas con ayu- 


da del círculo numérico. D. ej., asi sucede eu aquellos casos cuando 
e) minimo común múltiplo de los períodos fundamentales de todas 
las funciones que entran en las desigualdades que componen cl sis- 
tema o conjunto dado, es mayor que la longitud del círculo numé- 
rico, es decir, mayor que Ze. Eu semejantes casos, en lugar del cir- 
culo numérico se hace uso de la recta numérica. 


EJERCICIOS 


Hesuelvau las siguientes desigualdados más sencillas: 
1 13 Y3 
1604. 1) uz» ——; 2) coszr— Vu 3) ër 


3^ 


4) etg e c —1. 


$ 6. Desigualdades 


1005. 4) shi: 2) cos z >—0,7; 3) rr <5; 4) clgri>— 


Hesuelvan los siguientes sistemas de desigualdades: 


1 
sni< DN 
1606. 1607.4 pe SS 


cos z < -7 grg. 


d (ei tigrai 
1008. 4997 757 1609, un. 
IEN ims 


ctg a 2» — 3. 
1 
smrl-— ? 3 
1610. ` eu. dem? Fe 
keck éi tgx<3, 
á t 0,23 
A mn IRCH 
cu z «c2. een 


Resuelvan los siguientes conjuntos de desigualdades: 
1614. senz > E i cosx <0, 1615. cosz < -p ; ps c AA 


/ /i > 
1610. sona <— i eige T. 1017, gr K; cigs < VÈ 


Resuclyan las siguientes desigualdades: 
1618, cost zÄ. 1019. sen 2r- cos 2e < t 
1620, cos ie LN senda <— V2. 1621. vos2r--cosz > 0. 
1622, 1623. sen 3z > eos 3r. 
1624. tgz+3clga—4>l 1025, sen? z— e 
1626, 2sen? Z cos2r «cu. 


GEET 2« Ù 


1627. (g?a--32»- 31g z--tg*z. 1028. 


1629. 5sen? z —3 sen z cos x —30 cos? z > 0. 

1030. 2sen? z— 4 sen z cos x -]-9 cos? z > U. 

1631. cos? z-|-3 sen? z--2 V 3 sen z cos z < 1. 

1632, 3sen*z-Lsen2r—cos'z222. 1633. V 3cosz«c4Wga. 
1034. sen 4z-Fcosázclg2r 21. 1035. 2-4 lg 2r— ctg 2x < 0. 


1636. 2cosz(cosr— V 81g x) - 5. 1637. sen z- cos us 


7 snr 
3 enê z-|- cos? E. Ecco 
1038. senf z-| cost r < i 1639. cig r+ GES 20. 
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1640. cos? 2r--cos? r « f. 1648. Ssn? -5+3 sen x—4l0. 


1642, sen z-cosz2» Y 2cos2r. 1643. tg zig 2z-- tg 3r > 0. 
1644. cos 27 cus 5z «^ cos 3r. 
4645. sen 2x sen 31 — cos 2x cos 3x > sen 10 z. 


1646. cig elg (+7) +20 (+2) >0. 


1047, 2 seu? z —sen z-|- sen 3z < 1. 
1648. 4seu z sen 2z seu dz > sen áz. 


1600, 89727 > gigs. 1650. 3cost rsen s —sentz <L 
"cor a ` aT 
sch är. 3 
051, Shi Eee Een > 


cos r-H Zeus? r—1 


Resuelvan Jos siguientes sistemas de desigualdades: 


cos elt 
1052. f 3 1653. 


EZE EH 
5 


4 
cos 2r >—-7 + 


§ 7. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 
EJEMPLO 1. Resolvamos la ecuación 
sen! z 4 cos! z = a. (1) 


souución, Empleando la fórmula de reducción de la potencia, 
obtenemos; 


( 1 — cos 2r Y«( Lu) Saa 


y, seguidamente, 
cos? 2r = 2a — 1. (2) 


Uallemos los valores de control del parámetro (véaso la pág. 180). 
Eu nuestro caso, ellos son aquellos valores del parámetro con los 
que el segundo miembro de Ja ecuación es igual a O o bien a 1 (si 
2a —1 < U o bien 2a — 1 > 1, la ecuación no tiene soluciones). 


Si 24—1—0, a=}; si 20—1—1, al. 


Así, pues, examinemos la ecuación (2) en cada uno de los 
T 


cinco casos siguientes: 1) est; 2) a= T 3) y<or<t; 
4) a 21; 5) a>1. 


i 24--1<0 y la ecuación (2) no tiene raíces. 


1) Si um, 
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2) Si aL, la ecuación (2) toma la forma one D, de 


LEE: 
donde hallamos z = qu Pu 


3) Si Äech 0«2a—1-« 1. Trausformemos la ecuación 


1 +cos 4r 
2 


(2) a la forma: = 2a —1 y, a continuación, cos Ar = 


—4a—3. Como en el caso que analizamos y <a<t, 2« 4a < 


i 
<á y, entonces, —1<4a—3<4. O sea, la ecuación cos Ais 
-:4a—3 liene la solución 4z- +arccos (4a--3) 4-21, de donde 


r= + ES arccos (4a —3) 4- 5 k. (3) 


4) Si a— 1, la ecuación (2) toma la forma eos*2r— 1. De ès- 


ta, hallamos z- k. 


5) Si a > 1, 2a — 1 > 1 y la ecuación (2) no tiene raíces, 
Soñalemos quesia — i o bien a = 1, la solución también pnede 
ser escrita en la forma (3). 


RESULTADO, 1) si aci: a7 1, no hay raíces; 


2) si «a <i, r= +4 arccos (4a —3) +. 


tra 2, liesolvamos la ocuación 
(a — 1) sen? z — 2 (a + 1) sen z + 2a — 1 = 0. (4) 
SOLUCION. Hagamos y = sen z, entonces la ecuación (4) toma la 
forma 


(a — 1) y? — 2 (a 4-1) y -+ 2a — 1 = 0. Di 
El primer valor de control del parámetro a será 1 = 1 que reduce 


a cero el coeficiente de y?. 
Con a = 1 la ecuación (5) toma la forma —4y + | — 0, de 


donde hallamos y — i —,0Ssea, son r = ty , por lo tanto, 
1=(—4)* arcsen t Tak. 


Examinemos ahora el caso cuando a Æ 4. Mallemos el discrimi- 
nante de la ecuación (5). Tenemos: i = fa +i} — (a — !) x 
X (2a — 1) = —a? + 5a. 
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Los segundos valores de control del parámetro a serán aquellos 
valores con los que D = 0. Éstos corresponderán a los valores a = 
=0, 4 > Senalemos que D < 0 si a < O o biena > 5y D 220 
si cau. 

Así, pues, necesilamos cousiderar la ecuación (5) en cada uno 

Oxcax a5. 
de Jos casos: a «0; i b 


EA P 
Ni a< 0 o bien a7» 5, la ecuación (5) no tiene raíces. 
à 0<a<5 . y 
Jin el caso la ecuación cuadrálica Liene las raíces 

az 
reales 
alla 

ee Ke 

Como y u az, deben cumplirse las siguientes dosigualdades: 


(—ÀbxXx gym d. 


— Xy: 


Es fácil advertir que y, == i satisface In dosi- 
gualdad doble — 1 « y, < 1 sólo con a=0. En efecto, si a—0, 
ia>0, [ad 1]12» 1a —1 | y, más aún, [a -- 1+ 


]12»1«— i|, es decir, | y 1>1. 


Si a = 0, la ecuación sen z = y, toma la forma sen z = —1, do 
donde hallamos z — —3 + 2k. 


Ahota, hemos de buscar Jos valores del parámetro a (del conjunto 
que consideramos 0<a< 5), los que satisfacen el sistema do 


ai 
desigualdades — 4 < y; < 1, es decir, el sistema 


(0) 


ali Pa 


a—1 


A su vez, el sistema (6) es equivalente al siguiente conjunto do 
sistemas de desigualdades: 


a—i>û a—1«0 


ati- yin a ia; a4-1— V Sia «; 1—a (7) 
a4-1— V 5a — i « a—1 att— V5a— az a—1. 
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Resolvamos el primer sistema del conjunto (7). Tenemos: 


ol vz) 
VSa—«z2a y, a continuación, Du—a e, 4a* 
Via=a > 2 


de donde hallamos 1 <a 5 4. 
Resolvamos el segundo sistema del conjunto (7). Tenemos: 


at 


ai 
Vie > y, seguidamente, (ya quo a >0) {5a — a* 44 
V$a—e «2 Saa 


de donde hallamos 0 & a « 1. 
Así, pues, el conjunto de sistemas (7) y, por ous: de sis- 
P 


tema (6) también, tienen Jas soluciones: 0 Sa — 1; d «za zi 
Esto quiere 


DËSES 


decir que en el conjunto | ^ Ju ecuación 
1 J MENT i 


(8) 


ae A 


E dis m S ei 
sólo tieno solución en el caso cuando [. Alo Dicha solución 


akis Vinci 


es la siguiente: z=(—1)* arcsen A Semdenios 


que esta anotación asiwisimo contiene el caso considerado si a =U, 

Si 4 < a « 5, la ecuación (8) y, junto con ella la (4), no tienen 
raíces. 

1 H 

wsmumamt: 1) si ol, 2 —(— 1)" aresen -z 


4 
0<a<4 y 
PTS D ven SE 
"n v xe (— 1)" arcsen uc 


3) si a < 0; a > 4, la ecuación (4) no tiene raices. 
viento 3. Resolvamos la ecuación 


SETA 


3 


2) si ak 


cos (a -]- x) 4 (n 


soLución. Multiplicando ambos miembros de la ecuación DU por 
cos z, obtenemos: cos z cos (a + z) = cos a y, más adelante, 


cos (z + a + z) + cos (z — a — z) = 2 cos a, 
es decir, 
cos (2x + a) = cos a. (10) 
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De la ecuación (10) hallamos: 


zc nk; z= —a + nk. (11) 


VERIFICACIÓN. En el proceso de resolución de la ocuación (9) hemos 
multiplicado sus dos miembros por cos z, lo que condujo a la am- 
pliación del campo de definición de la ecuación y, por lo tanto, pudo 
llevar a la aparición de raíces ajenas. Del conjunto hallado de fami- 
lias de soluciones de (10), elijamos aquellas familias que son la so- 
lución de la ecuación (9). Con esto fin, eliminamos del conjunto 
do familias (11) los valores de z con los que cos z — 0, es decir, 


D H H RH 
los valores de z=- Tob an. Es evidente que las familias z — xk y 
A X Lan uo se cruzan. Suponiendo, a continuación, que 


=a kc paw, hallamos a = SEC 2k- 2n). Esto significa 
que Ja familia x-- 1 es la solución de (9) sólo con los valores do 
ast 5 (2n — 2k — 1) obien, con brevedad, a +7 (21—1), donde 
l=n—k(l=0 +13 +2; ...) 


RESULTADO: 1) si a= E (214), x= nk; 
) 3 


2) si at $ (21 —1), tank, 2=—a+nh, 


EJEMPLO 4. Resolvamos el sistema de ecuaciones 


E (12) 


sen ycosz-—a. 


SOLUCION. Sustiluyendo la primera ecuación del sistema (12) por 
Ja suma y la segunda, por la diferencia de la primera y segunda ecua- 
ciones, obtenemos un sistema equivalente al (12): 
sen (z-I- y) = 4 a 
sen (z— y) — a?— a. 


(13) 


Asta 


Sen T COS y — Sen y cos x= a—a 


sen z cos y 4 sen y cos x G 
o bien 


Es evidente que el sistema (13) tiene soluciones cuando el pará- 
metro a satisface los siguientes sistemas de desigualdades: 


2px 


]a?—a| Z 1. 


(14) 


$ 7. Ecuaciones y desigualdades con parámetros 280 


El sistema (14) es equivalente a semejante sistema: 


a*--a scd a*--a—1zx0 
ata>—1 " a?-pa4 1220 - 
iU ud o bim us n0 (15) 
at—az-—1 a?—2a-4- 120. 


La segunda y cuarta desigualdades de (15) se realizan con toda a, 
ya que los trinomios de segundo orden, contenidos en los primeros 
miembros de dichas desigualdades, tienen discriminante nogativo y 
coeficiente mayor positivo. O sea, el sistema (15) es equivalente al 
siguiente sistema: 


lera x0 


que al resolverlo, hallamos: 
aa—1<0 t poo 


V5—1 
2 


xa 


Sólo con estos valores del parámetro a tiene solución el sste- 


ma (13). 


Así, pues, — Del sistema (13) oblo- 
nemos: 
t +y= (— 1)" aresen. (of -- a) H- zc, 
—y=(—1)” arcsen (a?— 0) tan 
y, a continuación, 
z= i ((— 4)* aresen. (2-4 a) 4- (— 1)". arcsen (a?— a) -- nk + ui), 


y= iC arcsen (a? -a) —(— 1)" arcsen (a? — 4) + nk — an). 


RESULTADO: 1) si a< — no hay solu- 


ciones; 


, entonces 


atbeina n) 
2 


yis sedia] 1 


donde o = (—1)* arcsen (a? + a), p = (—1)" arcsen (a? — a). 
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xicwPLO $ Resolvamos la desigualdad 
gx ctp za. (16) 

soLución. Pransformemos la desigualdad (16) a la forma 

scn*z-Fcos*z- z 


senr , cosz 8 
EE or d spués, 
var wq. AS nz "SÉ 
o Sed, 
E 17 
az "ef an 


llagamos y = son 2x. Entonces, (17) tomará la forma 2 [Kayal 
problema se reduce a resolver el siguiente sistema de desigualdades: 


a a agis 
t Sun es decir, f 20 (18) 


v 
—isgysxi —izyxl. 


Señalemos que a = 0 es el valor de control del parámetro a. Así, 
pues, tenomos que analizar tres casos: 1) a = 0; 2) a > 0; 3) a < 0. 


-i20 
iepel 


1) Si a=0, el sistema (18) toma la toma | » de 


donde hallamos —1 < y<0. 
2 
ESO 
2) Si «2-0, el sistema (18) transforma a la forma po 
level 


' 
de donde hallamos: 


pernos m 


Aquí, el valor de control del parámetro es a = 2, por lo que hay 
que considerar tres casos: a) 0< a < 2; b) a = 2; c) a > 2. 
3 
a) SiU «a — 2, T^ 1 y el sistema (19) tiene la siguiente solu- 


ción: —1 y « 0; 
b) sia = 2, el sistema (19) Liene la siguiente solución: 


-i < y<0 y=l; 
€) si a > 2, el sistema (19) tiene la siguiente solución: 


etc Ziel 
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3) Si a<0, el sistema (18) se transforma asi i 


ME 
y, a continuación, t <y<0 
—1S<y<1. 
Aquí, el valor de control del parámetro es a = —2. Por esla 
causa hay que analizar tres casos: a) a < —2; b) a = —2; c) —-2 < 


«axo. 

DI py a< —a tenemos 2. > —1 y del sistema (20) ha- 
lamos = « y «0. 

b) En el caso a = 2 del sistema (20) hallamos — 1 & y < 0. 

c) Por fin, cuando —2 < a < 0 Loncuros te —1 y el sisto- 
ma (20) ofrece la siguiente solución: —1 < y -< 0. 


Fig. 52 


Resumiendo, See la siguiente solución del sistema (18): 
1) si a < —2, 5 Zone 


2) d enz 
3) si a = 2, —1<y<0; 


4) si a> 2, —1 Ky <0 lxyxl 
Como y = sen Zë obtenemos: 
1. Si a< —2, = Z< sen 2x < 0, de donde (fig.52) 


2nk-r n< 2z < n+aresen EEN + 2n; 


2nk + arcsen 2< < 21< nk, 


19. 
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por Jo tanto, 


nk + E «ux Ll DECH nk; nk + Zara Lx 2< nk. 


2. Si 


4<22, —1<sen2x<0, de donde 
22k =n < 2x < 23k, 
por lo que xk GEL nk. 


3. Sia , del sistema de desigualdades — 1 x seu2z «0, 
obtenemos: nk — F<u<ak y de la ecuación sen 22=1 halla- 
mos: 


D 
=>7- nk. 
freie nk. 


4. Si az» 2, del sistema de desigualdades — 1 < sen 2r <0, 
hallamos (como más arriba) nk — ES -r«cnak y del sistema 
2 < sen 2z < 1, tenemos (fig. 53): 

2nk Lesen E < 21 < n—aresen ZC Sab, 


4 
de donde x + + arcsen iz Ze EE arcsen d nk. 


nEsULTADO 1) si a< —2, sk E Ze < Ze + nde nk -p 
Jus rei. 


2) sí —2 <a <2, nk— F<z<ak; 3) si 422, nk— EE 


eck, xc Ende; 4) si 2222, nk— A «rea; nkta < 
4 2 


Xr«uv X —a4 ak, donde DEE aresen 2. 
EJERCICIOS 


Resuelvan las ecuaciones: 
1054. cos 2r-- cos 4r sena. 
1055, 12 sen z LA V Feos (a +2)=a Y 3- 


1056. sen(r--a)--senz ]sena. 1657. sen (a kx) seuzcos T. 


1058. a (sen z--cos z)? = b cos 2z. 
1659. (a— 1) cos z- (a -+ 1) sen z= 2a. 
1660. sen (z--a) + cos (z-l-a) —sen (z — a) - cos (z—a). 
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1661. 1-psentar=co3x. 1002. son? y-cosó7=a, 
1663. sent z-Lcos! z-Hsen 2r-Ha=0. 1664. tg z-Flga-- Lo Ig rta 
igar 


e RUN, ato = 686. — 
1663. a cos? —(a-+2b) sen? —-—acosz—bsenz. 1686. r7 


=t. 
1667. sen3r=asenz. 1608, cos3r =a cos x. 


1669. 2cos(a-|-z) — LA. . 4670. zen is Lal 


ensa 
snz’ 
1671, cos z— sen a 4-2 cos 3z sen (a —31) = 0. 
1 

| a 2i paea 5 1678, 5 =3, 
1622, q*—2a4- REI 3673, sen z --2 cos az — 3. 
1674, sen? z--ásen z-ka m 0. 1675. cos? z —3 cos r-a — 0. 

A r— 2003? z- at = EE ES 
1670. zent e eg reen 1077. -AET To 
1678. tg? z-|- ig (a+ 2) tg (a leet, 
1679, (i? x —21g atg r-|-1 1680. senz Ij z-|-2e08 za. 
1681. sena lg? z—2 cos a lg x-- 1— 0. 


1682, arctg a — arc! ge =arclgr. 
MESI 


1683. arctg 


1 1 
19008 7 Uma. 


1684. sen 3z-}- sen 2x = a sen Y. 

1685. (sen x-+ cos x) sen 2z — a (sen? z -]- cos? 7). 

1686. sen? x —sen x cos z — 2 cos? r= a. 
Resuelvan los sistemas de ecuacion 


1687. EE 1688. [gue 


zd yb. z+ 
"ELIT sen cos 
1000. (Pm 1690. VS 

sont x —scen? y za sen x sen y = 
69). 92. 
Wes EE ds ee 3a. 


1693. E 1694. [one 
cos z Sen y =a. zd yb. 

sen x cos 2y e a* 1 

cos x sen 2y =a. 


" z—y-a 
1900; Em 2z-|-cos 2) 1 4-4 cos? (x — y). 


1695. 


Z sen z-sen ys=a 
CES K z ams — Ae, 
lesuelvan las siguientes desigualdades: 
1+senx 1—sen x " 1+sen z i—senz 
MS srt a e? DR, a as 


1700. cos z— a «a. 


TEJ 


Soluciones 


1. 4. (a—3) (443). 5. (a—1)? (a4-1)* (024 
1) (222-1) (83-21). 7. feck, 8. (a 
K (a4 b-be) ett 9. (a%4-abA-b?) (a? — ab -+ b?). 
10. BEE i (22-1) (ha? +1). 12. (ei leE (etab). 
13. (a? Ga +18) (a3 —0a +48). 14. (abad) (à —a-E1).— 15. (add) X 
X(2? —a-|- 1) aa 3+1) (à —a Y 34- U. 16. Proin ene 17. (a+ 
--V 3) (a— 1^2) (e*-4-3a- 6). 18. a(a--1) (a?--a-- 7). 19. (a—1) (a* -- 1) (o? -- 
--a--i). 20. (a--20)(20—c)(a—2c). 21. bot S) (e la). 25 (a—2c) X 
X(b— 2e) (a-h). 23. a (a— 1) (a4- 1) (a — 2) (a 4-2) (a — 3) (a Lä. Sab (a+ 
+U) (a* --ab-|-0*).. 25. (a—b) (b—c) (e—a) (ab d-bc-]-ca). 20. Red b) x 
X (2a-L-c) (2a-|-0-.—c). 27. 3(a4-0) (6- Toca. 28. («è-a Y 64-3) (a 
—a 64-3). 29. (04012 4-02) (at —ab 2402). 30, (a—1)(a+3). 
31. (2430419 32 (02) fa 0 (ach 10). 33. (307 + 4a—4) (3a? F 2a- 1). 
34. (a-—b) (b — c) (a — c) (a -1-b 4- c). 3 (a—b) (ò — c) (e—a). 36. 3 (a-|-c) (a— 
=e) (14-02) (b*e?) — 37. besch 38. (a+ b+c) (ab -|- 
4-lic4-ac). 39. (a+b +e) (a -Hb —c) (a —b 4-c) (a—b —c). 40. (a4-1) (a? Lack 
Li et AN taba ED. 42, EEN dab — t). 43. (+a yir 


+4) (a*—a /2 44. (ata Hee 1). 48. Con as 
=i 51 e ir BE s. gio 
a abi, 4 "oai áp ur 
an 2ebES om 000—230 1 10g! 5 32 
a 99 "uc A. 9 q— D ze, 
5 y ý y Sabe? S 
00. E 6t. . W2. 2a. 63. Se ii 64. 65. 0, 
1 y 2 e 
96 te, Weis, Bn Dette 70. (a40) (04e) leta). 
RRE Sueno. SE Es 
T5. 9. yn Sum up. + Sn ET e ee Sa 
=; Ys DH ass ag aep; SOV 1012 
sett, dh $c" z mm. gin 3 d 
122. 40. 123. — 3” zy iz. si —1<ó<1 y b si bei b>i. 


125. adobo y bz» y si act y b<0 126. 243. 
127. ¿1 428,3. 629. VZ 130. (13405 2 031. 14- V2. 132 yan 
» 64-2 E 
um ra om au, SECH. 


alatt) 
b 
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75 

136, 2 137. . 138,  HUET 

—Yi5— y da y 18 "E 
7 . a. z 

wa, —V V2-Ey 31V 2—y 3) 4--21/94-31/8.. 143. 14142. 144, Cierto. 
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Y a j 
151. Cierto. 360, ZE 161.2. 162. Mm—Wn. 16), —1 5: 0<a <1; 
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107. y s 168. V 169. 4 


D. 170. 4a. 3,1 (12, —] D. 


n 
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3 iu Y 
mi mum SEL met, IA ds T 
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179. a—1 si a>—1,a%0, a #1 y ima si acl. 180.2, 18l. y 


ri 


4 1 
S i b) 3; c) —t. 183. a >: r A; 8 
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E 1 " 3 A3 243 
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422. (i 1), (—24 2 V5; — 


9 i E i 
s) «n. (3.3), ( e: s), (ELA RA, 
(7X) 428. (13 D, (3; 2), (—1; —2), (—11, =D) 429. (1; E; 0), 


(—2 25 —2. 480, (0; O), (f; 2), C— 


& -= (- Se d e 
—V2D, (3112, m cav 
-3. 95. ( 


—A4 4M. Om Am. (3,1), 
43.09: Zi ón (315 


3 

- 1434. (3,2, (i. 9, C— 
Me 

Si "Sie fe: 


(5 0, (—1; —1). 437. (5; 1 (73; —1). 


i 


d D 


Ay 106 —44 Y 106 , ABDÓN 
E z mr 9^ 54 


498. (^ de ) y 


(ER. 


YEN 3 
1€ H. 439. (E 20), 1ER. 440. No YS. P Ia, ¡A 
130  y30 KR E y ` 2 
Avi 82 20y2 ati Ts. A WE: 
Vi ^t y; "RE us (2 z). (^ 3 


iu (LE, SEN 


zi J- 443. 4:2, C74 72. 8 113 710. 


298 Soluciones 


DD) (—3; —2). 445. (2; 3), 0; 2). (^t: Y3: 
3 ap (- 2m y3 
d ; 


D 2 


3i (5 2, (735 — 2). 
iy2 js 
ZE, aaa), 
T /2 ES 

ecd (LE 2 i). e ocn 
=i) (rz t —i) AAB. (3; 1). (5; 3), (— 
49. (5 93 ( —3. (0€ 0. — 450. (0; 0) 
451, (5 8 (5, 3. (—5 Wi 

452. (2, 4, C, 2) (72-4 E 


n 9 8, ( 


Ltr 
2 


id V?) ZEN Ka 
i), (reg, 


" 1 
SEU —5 WAY (54 
455. (1; 4) EST 5 ya, 
TA mm 
EN D V æ: 

3 103 3 k 
(-i- TN. Wc SE pu ui 5), i4 
1 (- 5 ms c. 60. BAR 3 —1). 
MEE IPM: Sgt os Ee REH Käch 
(DG SE 1). 464. (1; 2; —1), 

3 17 5y? Vi 
Cou n. ( A, E). 


(0; 0; 0), (1; 4; f), (0; Và; V2), ni 
KH, UD Em Kä (Y MUENTE % Pe 
e 3. 0; Ai, i; —3). 408. (1; —2: 9. 
SUME N "3 yo (0; 0: 0), 
EVE Ez. 47.2; 5), p —2 —5. (3 


405. (2; 4 01, (—2 


—25 5), (—4, 2, —5h ATL. (9; 3; 0). (5; 39). 472. (8; —2; 2), (= gy 


z315), (9348 EE, 473. (Ls 
23. met Am. di. 476. (1; 2; x]: (ns) 


ing) (1 


PA IV, -9) 
Ps T: , 


Solucienes 299 


:3)- 419. (13; 0; 13), (82, 41 480. A. 
481. 24. 482. 12 y 1232. 483. 403. 484. 285714. 485. D4. 4R, S3 48T. 428 
y 82, 488. En Bh. 489. 820.490. 6, — 1. 491. 12; 24, 30; 94 6 025, 37,5 


22,5; 13,5. 492. 5103 ó EX 493. 031. 494. 1390. 495. 12, 18, 27. 490, 20 


497. 5. 498. 0,25 hg. 4 42 r ó 9,5 r. 500. 2. 501, 24 y 16. 502 kg 
de harina de trigo v kg de cebada. 503. El 20%. 904. kl 3% 503 M" r. 
506. El 38,8%. 507. El 10%. 508. 1. 509. 44 personas. 910. 32 y mas 
541. 20 km. 512. 50 km/h. 513. 10 km/h. 514. 360 cm y 18 cms o em 


y 6 cm/s. 515, 1375 km. 516. 840. km/h, SU km/h y 70 km/h. 517. 40 nmn 
518. 6 km/h y 3 km/h. 519. G m/s y 8 m/s, 520. 20 km/L. 521. 20 Luch, 
522. 3 km/h y 1 km/h. 523. 8 km. 524. 10 h y 9 h, 523. 60 kuch y 4 km h. 
526. 15 h y 10 h. 527. a(1-- 1/2) h. 528. 50 km/h y 100 lan/h. 529. 60 Luch 
y 100 km/h. 530. 4! m/s y 36 nus. 531. 45 m/s, 10 m/s. 332, 26 numin, 


15 m/min, 280 ut. 533. 3$ Ei 534. 25 h. 535. 161.530 2 b 537.25 kinli 


538. La velocidad de los barcos es igual a 15 lon/h, Ja. veluculad de la corrien- 
te es igual a 3 km/h. 539. 14 km/h. $40. 1 s. 541. 10 koh 542. 20 km/h. 
543. La velocidad del primer peatón es 2 veces mayor que la del segundo 
944. En 8 horas 30 min. 545. 10 veces más. 546. En 3 h 547,1 2.548, Mier 
<v<40, 549. 8 km/h y 7 km/h. 550. Con el cicl 01. 2,79 532. 48 dm de. 
553. En 6 h y en 4 h. 554. En 4 li, 555. En 3 l 24h 357 ha H0 s 


20 10 x 4 " " 1 2 
558. 3 l y 3 h. 559. Ah y 7 h. 560. 80 km/h. 961. El 60%. 362. Vri- 
mera TU: da —13 piezas, segunda brigada —11 piezas, 963, On mt hoy Zane 
564. 16 h. 565. Por el segundo tubo 2 veces mas. 566. Ll nivel del petroleo 
subió. 507. En 20 h y eu 30 h. 568. En 3 h y en 4 h. 969, En 12 y er Bh 
H ; 
510. En Eh y len dh. 571. En 1 días. 572. En Biyen h, 
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A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libros soviéticos traducidos al 
español, inglés, francés, árabe y otros idiomas 
extranjeros. Entre ellos figuran las mejores obras 
de las distintas ramas de la ciencia y ln técnica, 
manuales para los centros de enseñanza supe- 
rior y escuelas tecnológicas, literatura sobre cien- 
cias naturales y médicas. También se incluyen 
monografías, libros de, divulgación científica y 
ciencia-ficción. 

Dirijan sus opinio la Kditorial Mir, 1 
Wizhski per., 2, 121820, Moscú, I-140, GSU, URSS. 


V. Butüzov 


ANALISIS MATEMÁTICO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 


El presente hbro de texto está escrito por el colectivo de los profesores 
de la facultad de física de la Universidad Estatal Lomonósov de Moscú. a base 
de la experiencia de muchos años de conferencias y seminarios en el campo 
del análisis malemálico. A pesar de su volumen bastante reducido, csta colec- 
ción reúne un material rico correspondiente a casi todos los apartados del aná- 
lisis matemático de la función de variable. 

Segín cada apartado los anlores exponen nociones Leóricas básicas con 
la interpretación fisica de los conceptos a introducir. Luego, dan preguntas 
de control según la Leoría que contribuyen a la asimilación nu formal de con- 
ceplos teóricos. Les siguen Jos ejemplos de solución de problemas, tanto típicos 
como originales, que atraco la atención del estudiante a los aspectos de mayor 
importancia, por ejemplo, a las condiciones de aplicabilidad de uno u otro 
teorema o fórmula 

Esto trabajo se caracteriza por un alto nivel científico y molodológico, 
combinando la rigurosidad matemática con la exposición viva y comprensible 
del material Se recomienda a los estudiantes de los centros de enseñanza técnica 
Superior, en particular a los que cursan las especialidades do la física. 


N. Krasnov 
PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE AERODINÁMICA 


Este manual da a conocer los problemas actuales de la aerodinámica rela- 
cionados, fundamentalmente, con el cálculo de parámetros aerodinámicos de 
los aparatos de vuelo en un amplio diapasón de velocidades (desde los subsó- 
nicos hasta los grandes supersónicos). El material teórico se expone en forma 
de problemas y ejercicios. Las respuestas contienen las conclusiones teóricas 
principales y la descripción do los algoritmos según apartados correspondientes. 
de la aerodinámica (cinemática y dinámica de los gases, teoria de saltos de 
compresión, aerodinámica estacionaria y no estacionaria de las alas y los cuer- 
pos de rotación, interferencia aerodinámica, dispositivos de Limón, rozamiento, 
termotransieroncia, acrodinámica de medios enrarccidos). 

El material del libro ampliamente ilustrado con datos experimentales 
y de cálculo obtenidos ultimamente como resultado de investigaciones de flujos 
de líquido y de gas, permite conocer los principios, procedimientos y métodos 
más divulgados de solución de los problemas aerodinámicos ingenieriles con 
la aplicación de ordenadores. Se brindan esquemas-bloques y programas de 
cúlculo para la solución de algunos problemas. 

Este trabajo puede ser útil e interesante para un amplio circule de trabaja- 
dores científicos, ingenieros y técnicos. Asimismo, lo pueden usar estudiantes 
y profesores de correspondientes especialidades de las Universidades y de otros 
centros de enseñanza técnica superior. 


K. A. Rybnikov 


ANÁLISIS COMBINATORIO. PROBLEMAS Y EJERCICIOS 


Todos aquellos quien hoy día emplean en su trabajo métodos matemáticos 
se enen lr con la necesidad de resolver problemas de carácter combinalorio. 
A los problemas de tal indole se reducen, por ejemplo, investigaciones de Jos 
circuitos vléctricos y esquemas electrónicos, de los sistemas de organización 
y dirección de la producción, do los flujos de transporte e información, de la 
<onstraceron y explotación de la mayor parte de los ordenadores os obras. 

El manual en consideración liene por objeto ayudar a domina d 
de resolución de los problemas combinalorios y los hábilos do investigación 
de los problemas teóricos correspondientes. Están incluidos en él cerca de 
1000 problemas y ejercicios. La mayoría abrumadora de ellos viono dotada 
de respuestas, soluciones o indicaciones referentes a su resolución. 

Auuque das construcciones combinatorias son diversas y específicas, se 
analizan, sin embargo, desde las posicio: ricas unificadas 
EJ manual será útil no sólo para los estudiantes o aulodidactas, sino ta 

va el amplio círculo de especialistas que lenen una alta preparación 
matemática 


